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C o n f i a b i l i d a d  d e l  D i s e ñ o  e n  G e o t e c n i a  

I n t r o d u c c i ó n  
 

El grado de confiabilidad de las obras geotécnicas está directamente relacionado 

con la incertidumbre presente en el diseño y la construcción. En el sentido matemático, la 

confiabilidad es una probabilidad. 

La confiabilidad es la probabilidad del evento opuesto al evento falla. Por lo tanto, 

ambos eventos son complementarios desde el punto de vista de la teoría matemática de la 

probabilidad. Una obra falla o no falla. En virtud de lo anterior, puede decirse que la 

confiabilidad, como probabilidad, es igual a uno menos la probabilidad de falla. Se suele 

expresar  de esta forma porque la probabilidad de falla es más fácil de estimar que la 

confiabilidad. 

¿Es posible calcular la probabilidad matemática de que una obra falle? Para ello hay  

que definir primero lo que se entiende por falla y lo que se entiende por probabilidad. 

 Respecto a definición de falla, puede decirse que es la incapacidad de una obra para 

cumplir la función que le asignaron quienes la concibieron. Una vía puede fallar porque el 

pavimento está absolutamente deteriorado en un tramo, porque colapsó el estribo o el apoyo 

de cualquiera de sus puentes, porque se inundó un tramo, porque se deslizó un terraplén o 

se derrumbó un talud de corte sobre ella  y de muchas otras formas. Es decir, una vía falla 

cuando no cumple con el objetivo de comunicar los puntos que ella debería unir. 

Por su parte, la definición de probabilidad resulta algo más problemática ya que 

normalmente la probabilidad se define como el cociente entre el número de veces que 

ocurre el evento de interés dividido por el número total de intentos cuando este último es 

suficientemente grande. En el caso de una obra, ésta se construirá sólo una vez y, por lo 

tanto, la definición anterior no es aplicable. Sin embargo, hay casos en los que no es 

necesario repetir muchas  veces un experimento para de conocer la frecuencia relativa  o 

probabilidad del resultado de interés. En muchos problemas pueden determinarse ciertas 

probabilidades básicas por inspección, por ejemplo: la probabilidad de cara o sello  en una 

moneda es ½, la de obtener un número específico en un dado es 1/6 o la de extraer un as en 
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un mazo de barajas es 4/52. A partir de estas probabilidades básicas y mediante las leyes de 

la teoría matemática de probabilidades se puede calcular la probabilidad de ocurrencia de 

eventos mucho más complejos, por ejemplo: la probabilidad de que la suma de los valores 

obtenidos después de lanzar un dado seis veces sea dieciocho. En este caso, la probabilidad 

puede interpretarse como un grado de certeza que aconseja si se debe tomar o no un riesgo 

ante un experimento que ocurrirá una sola vez. Este es el sentido que se da a la probabilidad 

de éxito o fracaso en una obra civil. 

Por el mismo razonamiento anterior, al comienzo del análisis geotécnico de una 

obra pueden asignarse probabilidades a las variables  primigenias (coeficiente de 

compresibilidad, ángulo de fricción interna, permeabilidad, etc.). Tales probabilidades 

básicas se asignarán tras estudiar resultados de laboratorio, comparar con casos similares y 

cualquier otro medio válido para este fin. Posteriormente, aplicando las leyes de la teoría 

matemática de probabilidades, puede determinarse la incertidumbre final  que la asignación 

de probabilidades a las variables básicas acarreó en modelo de cálculo utilizado (estabilidad 

de taludes, capacidad portante etc.). Se obtiene así una distribución de probabilidades para 

el resultado buscado en lugar de una sola respuesta. Es decir, el resultado ya no es un solo 

valor como en el cálculo determinista usual sino, más bien, un conjunto de resultados 

asociados cada uno de ellos a una probabilidad de ocurrencia.  La suma de las 

probabilidades del subconjunto de los resultados donde la capacidad de la obra es inferior a 

la exigida es la probabilidad de falla ante una determinada amenaza (deslizamiento, 

hundimiento, asentamiento excesivo, etc.). Este es, a grandes rasgos, el tema y objetivo del 

presente trabajo.  

El uso de la teoría de probabilidades y la estadística no mejorará la calidad ni la 

precisión  de los resultados de un cálculo determinado, pero sí les añadirá una nueva 

dimensión al incluir  como variables de cálculo la calidad y cantidad de los datos 

empleados en la solución del problema. Así, parámetros estadísticos como el promedio, la 

varianza y el coeficiente de variación juegan un papel importante en la determinación 

racional de la confiabilidad de un resultado. En esencia, los cálculos se realizan siguiendo 

el método determinista usual de la ingeniería, pero ahora se dispone de valores colaterales 

que permiten juzgar la calidad de su resultado. No representa lo mismo el factor de 

seguridad de un talud natural calculado sobre la base de seis ensayos de corte directo que el 
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factor de seguridad, calculado para el mismo talud, por el mismo método de cálculo, sobre 

la base de doce ensayos de corte directo. 

La incertidumbre es el factor que domina la totalidad del entorno geotécnico. Al 

contrario de otras disciplinas de la ingeniería civil en las que se trata con materiales 

definidos y  fabricados por el hombre (acero, concreto etc.), la geotecnia debe tratar con 

una gran variedad de materiales distintos, provenientes de procesos geológicos complejos, 

que normalmente se encuentran entremezclados y con  propiedades difíciles de determinar 

con precisión por ser dependientes de muchos factores (granulometría, composición 

mineralógica, humedad, historia y nivel de esfuerzos etc.).  

Aunque ninguna disciplina de la ingeniería está exenta de incertidumbre, la 

geotecnia es una de las más afectadas en este sentido. Esta  incertidumbre está presente en 

todas las fases del análisis geotécnico y en su interrelación, principalmente en: 

A) La caracterización del subsuelo (estratificación, variación espacial, etc.), 

normalmente  llevada a cabo mediante exploraciones de superficie y sondeos 

puntuales que sólo permiten visualizar una pequeña parte de un medio muy 

variable. 

B) La obtención de las propiedades mecánicas e hidráulicas del terreno 

(compresibilidad, resistencia al corte, permeabilidad), mediante ensayos de 

laboratorio o de campo, sobre muestras del terreno alteradas en mayor o 

menor grado y  siguiendo trayectorias de esfuerzos que  rara vez coinciden 

con las que seguirán los elementos del terreno bajo el sistema de esfuerzos 

impuestos por la obra. En consecuencia, los valores obtenidos son sólo 

aproximaciones a los requeridos por el modelo de cálculo. 

C) Los modelos de cálculo, los cuales distan mucho de reproducir el 

comportamiento de suelos y rocas debido a la necesidad de introducir 

hipótesis simplificadoras en su traslado al lenguaje matemático 

(homogeneidad, isotropía, ortotropía, elasticidad, plasticidad, 

bidimensionalidad, etc.). 
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Cuando las fuentes de error citadas se encadenan, la incertidumbre se propaga y se 

amplifica durante el paso de una fase del diseño a la siguiente: ensayos con sesgo sobre 

muestras no del todo representativas de un medio no completamente caracterizado cuyos 

resultados contienen una dispersión considerable y que deben alimentar un  modelo de 

cálculo impreciso de por sí como consecuencia de necesarias simplificaciones para su 

tratamiento matemático el cual, de mejorarse, requerirá entonces de un mayor número de 

propiedades del terreno para las que no existen ensayos específicos. 

En palabras de G. Baecher (2000)1: “ ... La incertidumbre viene en muchas formas. 

Las mediciones post construcción son escasas, en consecuencia la habilidad para calibrar 

los modelos de cálculo respecto al resultado real es imprecisa. Los ensayos de laboratorio 

tienen sesgo, por lo tanto los parámetros del terreno a introducir en  los modelos de 

cálculo son inexactos. Los modelos utilizados para predecir el comportamiento del terreno 

son simplificaciones de la realidad,  así estas predicciones son sólo aproximaciones. 

¿Todos estos tipos de incertidumbre afectan las predicciones del comportamiento del 

terreno en la misma forma?” 

Respecto al uso de la teoría de probabilidades en geotecnia, hay una pregunta que 

debe responderse y es la relativa a su validez ¿Es la geotecnia un fenómeno aleatorio, o uno 

determinista? ¿Dado un sitio de construcción específico, sus condiciones cambian como 

cambia el clima, o siempre son las mismas? Evidentemente, mientras no cambien ciertas 

condiciones geológicas o ambientales, las condiciones de ese sitio siempre serán las 

mismas. Por lo tanto, no puede hablarse de fenómenos aleatorios. Las propiedades 

mecánicas e hidráulicas de un terreno existen, su caracterización es única y tales 

propiedades deberían ser medibles. Es la carencia de habilidad para estas mediciones 

durante el proceso geotécnico, resumido en los tres puntos antes expuestos, lo que obliga a 

utilizar la teoría de probabilidades para el manejo de las imprecisiones que no pueden, o 

que sería muy costoso, ser conocidas con exactitud. 

Es posible que ningún fenómeno natural, al menos macroscópico, sea aleatorio. No 

existe razón teórica para pensar que no pueda predecirse a priori el resultado de un dado si 

se conocen, con la exactitud necesaria, una serie de parámetros que definen su movimiento, 
 

1 Las referencias así como la nomenclatura empleada en este trabajo se encuentran en apéndices al final del 
mismo. 
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o el de una moneda, o el orden que tomarán las cartas tras barajar un mazo. Es la 

imposibilidad práctica, no teórica, del conocimiento de los parámetros que rigen el  

fenómeno en cuestión lo que justifica el uso de la teoría de probabilidades en muchos 

campos donde la incertidumbre, entendida como carencia o excesivo costo de la precisión, 

está presente. 

Como complemento a lo anterior,  también debe admitirse que ciertos fenómenos 

son tan extremadamente susceptibles a cambios ínfimos en las variables que los gobiernan 

que tal vez hasta un futuro razonablemente distante no será  posible determinar  con 

precisión dichos cambios con  aparatos de medición adecuados. Este efecto, denominado 

“efecto de la mariposa”, ante la pregunta de si el aletear de una mariposa en las 

circunstancias precisas puede alterar el clima en las próximas horas, justifica la conversión 

de fenómenos teóricamente predecibles a fenómenos aleatorios para su trato matemático. 

Según palabras de Richard Feynman citadas por Gleick (1988): “Los físicos se complacen 

en pensar que basta decir: Éstas son las condiciones. Pero ¿Qué sucede a continuación?  

Hasta la fecha, las aplicaciones del  análisis probabilista a la geotecnia  poseen sólo 

un valor relativo y su campo de acción es restringido. Una causa frecuente de fracasos que 

la teoría de probabilidades no puede tomar en cuenta, es la debida a  errores en la 

caracterización del terreno, por ejemplo: la no-detección de materiales blandos, de sectores 

de relleno, de buzamientos desfavorables, de agua subterránea o de deslizamientos 

antiguos; ausencia de medidas contra la tubificación, el no-reconocimiento de materiales 

expansivos, etc. Tales causas escapan al alcance del análisis probabilista. Por lo tanto, 

cuando un resultado probabilista indica que la probabilidad de falla de un talud es de 10-4 

no está tomando en cuenta si hubo omisión en la detección de los factores antes 

mencionados. 

Otro aspecto no completamente cubierto en el  método probabilista es el relativo a 

la incertidumbre del método de cálculo empleado. Debido a que en geotecnia todos los 

métodos adolecen de simplificaciones a fin de permitir su tratamiento matemático estos 

métodos son solamente una aproximación al comportamiento real del terreno. Es 

interesante observar que en las palabras de G. Baecher antes citadas no se proponen 

métodos de cálculo nuevos sino la calibración de los existentes, es decir la comparación de 
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la predicción con lo medido post construcción con el fin de introducir factores correctivos. 

Esta actividad no es nueva, es casi tan antigua como la geotecnia moderna misma (circa 

1925). Véase por ejemplo: Meyerhof (1964), Tan y Duncan (1991), Long y Wysockey 

(1999). Las modernas técnicas de instrumentación y la informática prometen acelerar  

considerablemente este proceso. De todas formas, la introducción de la incertidumbre 

debida al método en los cálculos probabilistas es escasa, aunque hay trabajos muy 

importantes en este sentido (Christian y coautores 1992). 

De las dos limitaciones tratadas, es posible que la primera: la incertidumbre debida 

a los errores en la caracterización del subsuelo, nunca pueda ser incluida en los cálculos 

probabilistas y que la segunda: la consideración de la incertidumbre debida al método de 

cálculo, tome cierto tiempo en incluirse mientras se recopila suficiente información para 

calibrar los modelos. Mientras esto sea así, los resultados del método probabilista aplicado 

a la  geotecnia tendrán un valor relativo solamente. Se necesitará dar por buenos tanto la 

caracterización del subsuelo como la precisión del método de cálculo para la aplicación de 

este método. 

Por lo tanto, la ayuda que actualmente puede esperarse del método probabilista se 

refiere a la comparación de riesgos y costos de distintos diseños bajo un mismo método de 

cálculo; a la evaluación objetiva de la calidad de los resultados a partir de la  cantidad y 

calidad en la determinación en las variables básicas que intervienen en un problema 

determinado y a la posibilidad de evaluar estas variables de acuerdo con su jerarquía 

probabilista, aspecto que no siempre es fácil de visualizar y que un  análisis de sensibilidad 

puede no revelar completamente, pues en él todos los valores posibles de todas las variables 

que intervienen tienen la misma probabilidad de ocurrencia, cosa que normalmente no es  

cierta. 

La teoría de probabilidades y la estadística comenzaron a aplicarse sistemáticamente 

a la geotecnia en la década de los años setenta y hoy es raro aquel  congreso donde no se 

incluyen algunos trabajos sobre este tema. Existen también congresos con este solo 

propósito (Shackelford y coautores, 1996). 

En Venezuela, hasta donde el autor de este trabajo conoce, casi nada se ha escrito 

sobre este tema con excepción del excelente trabajo del ingeniero Roberto Centeno W. 
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denominado “Inspección y Control de Obras Civiles” (Centeno, 1982) el cual, como su 

nombre implica, está orientado mayormente hacia la parte del tratamiento estadístico del 

muestreo durante la construcción. Este aspecto, como  se indicó al comienzo de esta 

introducción, es  fundamental a  la confiabilidad del proceso geotécnico completo. 

El presente trabajo está orientado hacia la fase de diseño y hace uso de todos los 

conceptos hasta ahora expresados. El primer capítulo es un capítulo de introducción a la 

teoría de probabilidades y estadística. Los conceptos básicos de estas disciplinas están 

ilustrados con ejemplos aplicados a la geotecnia, pero los lectores familiarizados con estos 

conceptos no necesitan leerlo. 

En el segundo capítulo se presenta un caso muy simple de un muro de contención. 

Allí se pretende desarrollar el cálculo probabilista de una manera conceptual, con las 

matemáticas más simples posibles, a fin de que destaquen conceptos fundamentales como 

probabilidad conjunta, la jerarquía estadística entre variables y el concepto de probabilidad 

de falla. El siguiente capítulo está dedicado a la confiabilidad y a la relación entre la calidad 

de los datos y el resultado final. En el capítulo 4 se estudia por métodos probabilistas el 

caso real del asentamiento de un terraplén sobre arcilla blanda el cual se encuentra muy 

bien documentado en varios artículos de la literatura especializada. La influencia de las 

simplificaciones propias del método de cálculo unidimensional de asentamientos parecen 

ser las responsables  de la discrepancia entre cálculo y realidad. 

Finalmente, en el capítulo 5 se estudia el manejo probabilista de una regresión lineal 

en un caso también real y bien documentado sobre la capacidad de soporte por fricción 

lateral de un pilote sometido a una carga vertical. El uso de regresiones lineales es muy 

frecuente en geotecnia y, por lo tanto, sus propiedades estadísticas deben ser bien 

comprendidas para poder tratarlas por métodos probabilistas.  

 



 

C a p í t u l o  1  

C o n c e p t o s  b á s i c o s  d e  l a  t e o r í a  d e   
p r o b a b i l i d a d e s  y  e s t a d í s t i c a  

1 . 1 I n t r o d u c c i ó n  
Este primer capítulo puede considerarse como no necesario para la compresión de 

este trabajo o, al menos, para los objetivos del mismo. 

Su intención es la de familiarizar al  lector con los conceptos básicos de la teoría 

matemática de probabilidades y estadística que se emplean a lo largo de este trabajo. 

Por lo tanto, aquellos lectores que conozcan lo fundamental de estas teorías pueden 

omitir su lectura. El capítulo está escrito de una manera informal, más sobre la base de 

ejemplos que sobre postulados matemáticos. Estos  ejemplos se basan en situaciones 

simples, pero propias de la geotecnia con las que el especialista estará seguramente 

familiarizado e incluso habrá experimentado muchas similares. 

Por consiguiente, este primer capítulo puede considerarse  una guía rápida sobre 

probabilidades que establece solamente los conceptos fundamentales y la nomenclatura a 

utilizarse. Algunos de los conceptos expresados pueden repetirse más adelante con el fin de 

dar mayor énfasis a su aplicación en un problema particular Otros conceptos algo más 

avanzados se expondrán cuando sea necesario utilizarlos en los próximos capítulos.. 

En este capítulo se introducen los conceptos de evento, espacios de muestreo, 

probabilidad, unión e intersección de eventos, probabilidad condicional, variables 

aleatorias: sus distribuciones y parámetros más importantes, inferencia estadística, 

correlación y regresión lineal. 
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1 . 2 I n t r o d u c c i ó n  a l  c o n c e p t o  d e  
p r o b a b i l i d a d  

1.2.1 Experimento, evento y espacio de muestreo 
La lámina2  Nº 1.1  muestra un terreno compuesto por 4 zonas o sectores 

geotecnicamente distintos. Los sectores 1 y 2 ocupan el 30% del área total cada uno, 

mientras el restante 40% se divide por igual entre los sectores 3 y 4 (20% cada uno). 

Supóngase que la litología es tal que una perforación hasta doce metros de 

profundidad solamente encontraría material tipo “A” en el sector 1; solamente material tipo 

“B” en el sector 2; solamente material tipo “C” en el sector 3 y los tres materiales “A”, “B” 

y “C” en una misma perforación, en el sector 4. Las correspondientes columnas de 

perforación se muestran en figura inferior de la lámina. 

En términos probabilistas cada perforación sería un experimento aleatorio o 

simplemente un experimento. Un experimento es un proceso que puede concretarse al 

menos en dos resultados posibles con incertidumbre en cuanto a cuál de ellos tendrá lugar 

(Spiegel, 1975). 

El conjunto que contiene todos los resultados de un experimento se denomina 

espacio muestral. Con frecuencia habrá más de un espacio muestral que describe los 

resultados de un experimento, pero comúnmente hay solamente uno que suministra la 

mayor información (Spiegel, 1975). 

En el experimento de lanzar un dado un espacio muestral podría ser: número  par o 

impar. El más importante de los espacios muestrales sería el conjunto 1; 2 ; 3;... 6. En el 

caso de las perforaciones del terreno anterior, el espacio muestral más importante sería: 

sólo material “A”; sólo material “B”; sólo material “C” y materiales “A”, “B” y “C” en la 

misma perforación. Otro espacio de muestreo podría ser: la perforación contiene material 

tipo “C” o no contiene material tipo “C”. 

Cualquier subconjunto del espacio muestral se denomina evento. En el caso de las 

perforaciones el obtener: sólo material “A” sería un evento, un evento simple o básico 

porque consiste en un solo punto del espacio muestral. Obtener material “A” o “B” en una 

 
2 En este trabajo las figuras están agrupadas en láminas. Cada lámina aparece en la página siguiente a aquella 
en que se nombra por primera vez. 
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perforación sería también un evento3. Por lo tanto, un evento es la combinación de uno o 

más resultados de un experimento. 

Tal como está planteado el caso del terreno, sólo podría haber cuatro eventos 

básicos, o puntos de muestreo: material “A” en toda la longitud de la perforación (zona 1), 

y este evento podría designarse “evento AAA”; material “B” en toda la longitud (zona 2), 

“evento BBB”; material “C” en toda la longitud (zona 3), “evento CCC” o, finalmente los 

tres materiales en la misma perforación (zona 4) “Evento ABC”. Por consiguiente, el 

resultado de cualquier  perforación está completamente definido y los cuatro resultados 

posibles o eventos son exhaustivos (ocupan todo el espacio de muestreo) y son mutuamente 

excluyentes (la ocurrencia de cualquiera de ellos impide la de cualquiera de los otros tres en 

el mismo experimento). 

1.2.2 Concepto de probabilidad 
El concepto de probabilidad es difícil de precisar. Su definición normalmente viene 

dada desde dos puntos de vista diferentes (Spiegel, 1975). El primero de ellos se ocupa de 

la  probabilidad a priori que establece que; “si un evento puede ocurrir en h maneras 

diferentes de un número total de N maneras posibles, todas igualmente factibles, entonces 

la probabilidad de ese evento es h / N”. Por ejemplo, obtener un número  par tras lanzar  un 

dado puede ocurrir de tres maneras diferentes de seis igualmente factibles, por lo tanto, la 

probabilidad de obtener un número par es: 3/6 = 1/3. 

La otra definición, denominada probabilidad a posteriori, establece que: “si después 

de N repeticiones de un experimento, donde N es muy grande, un determinado evento 

ocurre h veces, entonces la probabilidad del evento es: h / N”. 

Benjamin y Cornell (1975) establecen que “... a cada punto de muestreo se le asigna 

un número denominado probabilidad. La teoría matemática de la probabilidad no se refiere 

a qué significan o de dónde provienen esos números, solamente enseña a utilizarlos de una 

manera consistente”. 

Para darle carácter aleatorio a todo lo que se expondrá a continuación se supondrá 

que en el terreno antes descrito hay diseminados seis  equipos de perforación y que cada 
 

3 Este sería un evento compuesto formado por los siguientes eventos: sólo material “A”, solo material “B” y 
materiales “A”, “B” y “C”. 
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uno de ellos, una vez finalizada su respectiva perforación,  la envía a un laboratorio 

comercial cuyo director no sabe de antemano de cuál sector provendrán, pero debe estar 

razonablemente preparado en cuanto a personal y equipos para ejecutar los diversos 

ensayos particulares requeridos para cada uno de los materiales A, B y C y para ello 

necesita estimar, sobre la base de la teoría de probabilidades, la cantidad y secuencia de las 

muestras de cada tipo que va a recibir. 

Tras la inspección de la figura “A” de la lámina 1.1, es razonable pensar el evento 

AAA ocurrirá en el 30% de los casos, el evento BBB en igual porcentaje y los eventos CCC 

y ABC en el 20% de los casos cada uno. Mediante este razonamiento se estaría aplicando la 

primera definición de probabilidad (probabilidad a priori). 

La notación usual para expresar las probabilidades de los cuatro eventos antes 

descritos es: 

P[AAA] = 0,3 

P[BBB] = 0,3 

P[CCC] = 0,2 

P[ABC] = 0,2 

Donde la expresión P[AAA] = 0,3 significa que la probabilidad de que ocurra el 

evento AAA es de 0,3 ó 30%. 

  1.2.3 Unión e intersección de eventos 
El evento unión de dos eventos L y M, denominado L U M,  es el conjunto de todos 

los resultados básicos del espacio muestral que pertenecen al menos a uno de estos dos 

eventos. Por ejemplo, en el experimento de lanzar un dado el evento unión de los eventos 

“múltiplo de dos” y “múltiplo de tres” serían los números: 2, 3, 4, 6. 

La probabilidad del evento unión de dos eventos mutuamente excluyentes es igual a 

la suma de las probabilidades de cada uno de los eventos. Así, la probabilidad de que una 

perforación que llega al laboratorio  resulte en el evento AAA o en el evento BBB es igual 

a: P[AAAUBBB] = P[AAA]+ P[BBB]= 0,30 + 0,30 = 0,60. 
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Se denomina evento cierto a aquél cuya probabilidad es igual a la unidad. El evento 

cierto debe entonces ocupar todo el espacio de muestreo, puede ser un solo evento 

individual, pero más comúnmente es el evento unión de todos los eventos exhaustivos y 

mutuamente excluyentes de un espacio de muestreo dado. En el caso del terreno, el evento 

cierto es AAAUBBBUCCCUABC. 

La probabilidad de ocurrencia de un evento que no pertenece al espacio de muestreo 

es nula y se denomina evento imposible. Así, por ejemplo, para un cuarto material “D” no 

existente en la zona, se tiene: P[D] = 0, suponiendo que el evento D esté asociado con la 

obtención del material “D” en una perforación. 

En consecuencia, la probabilidad de ocurrencia de un evento varía entre cero 

(evento imposible) y la unidad (evento cierto). 

Considérese ahora la probabilidad de encontrar material “A” en las muestras de una 

perforación, aunque no necesariamente en toda su longitud. Tal condición  sólo ocurre en la 

zona 1 o en la zona 4. Llamando A a este evento para distinguirlo del evento AAA , se 

tiene4: 

 [ ] [ ] [ ]P 0,30A P AAA P ABC= + = + =0,20 0,50  

De igual forma, llamando evento B a  la ocurrencia de material “B” en una 

perforación, aunque no necesariamente en toda su longitud, se tiene: 

 [ ] [ ] [ ]P P P 0,30 0,20 0,50B BBB ABC= + = + =  

Lo mismo para el material “C” 
 [ ] [ ] [ ]P P P 0,20 0,20 0,40C CCC ABC= + = + =  

Los primeros dos diagramas de la lámina 1.2 muestran gráficamente los eventos A y 

B en el espacio de muestreo. Obsérvese que, a pesar de que los eventos A, B y C son 

exhaustivos, no son mutuamente excluyentes porque  en una perforación de la zona 4 

(evento ABC) aparecerían los tres materiales, por lo tanto el evento A puede ser simultáneo 

                                                 
4 Obsérvese que el evento AAA, en el cual toda la perforación sí está compuesta por material “A”, es un 
subconjunto del evento A. 
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con B y con C. Por esta razón la suma de las probabilidades de los eventos A, B y C, no es 

igual a la unidad. 

Se denomina intersección de dos eventos, L y M, al conjunto de los resultados 

básicos que pertenecen tanto al conjunto L como al conjunto M y se designa por L ∩ M. En 

el caso de lanzar el dado, la intersección de los eventos “múltiplo de dos” y “múltiplo de 

tres” sería únicamente el numero seis. 

¿Cuál es la probabilidad de obtener en una sola perforación material “A” y material  

“B”? Este evento, que comprende solamente el conjunto resultados comunes de los  eventos 

A y B sólo puede ocurrir en la zona 4. Por lo tanto, la probabilidad del evento intersección 

de los eventos A y B: 

 [ ] [ ] 0,20P A B P ABC∩ = =  

Los conceptos de unión e intersección pueden aplicarse a más de dos eventos. 

¿Cuál es la probabilidad de obtener en una sola perforación muestras de los 

materiales  “A” o “B”, no necesariamente en toda su longitud5? Nuevamente aparece aquí 

el concepto del evento unión de dos eventos. Lo que aquí se plantea es: ¿P[AUB]? Este 

evento ocurre si la perforación se ejecuta en las zonas 1, 2 ó 4, Es decir, es la probabilidad 

de la unión de los conjuntos mutuamente excluyentes AAA, BBB y ABC. En consecuencia:  

 [ ] [ ] [ ] [ ] 0,30 0,30 0,20 0,80P A B P AAA P BBB P ABC∪ = + + = + + =  

Este evento, AUB también podría interpretarse como la no-ocurrencia del evento 

CCC, evento denominado complemento del evento CCC y designado como evento CCCc. 

La probabilidad de ocurrencia de un evento complementario de otro es igual a la unidad 

menos la probabilidad de este último. Por lo tanto, se obtiene la misma respuesta si: 

 [ ] 1 1 0, 20 0,80cP A B P CCC⎡ ⎤∪ = − = − =⎣ ⎦  

En el diagrama de la  figura C) de la lámina 1.2 se muestra en forma gráfica el 

evento  CCCC. 

                                                 
5 Obsérvese que la pregunta se refiere a la obtención de material A ó B (unión) en una perforación, no a la 
obtención simultánea de los  materiales A y B (intersección), aunque esta última condición es un subconjunto 
de la primera.  
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Debido a que los eventos Ay B no son mutuamente excluyentes, la probabilidad del 

evento unión de ambos, AUB, no es la suma de las probabilidades del evento A y el evento 

B, tal como ocurría con los eventos AAA y BBB que sí eran mutuamente excluyentes. 

La probabilidad del evento unión de dos eventos, A y B, que no son mutuamente 

excluyentes, está dada por: 

 [ ] [ ] [ ] [ ]P A B P A P B P A B∪ = + − ∪  (1.1) 

En la figura superior de la lámina 1.3 puede verse el porqué de esta expresión6. Los 

diagramas como el presentado en esta lámina y la anterior se denominan diagramas de 

Venn y resultan muy útiles a la hora de visualizar las leyes de las probabilidades. 

En la figura intermedia de la lámina Nº 1.3 se muestra el diagrama de Venn de dos 

eventos, M y N, mutuamente excluyentes. A partir de esta figura se comprende por qué en 

los eventos mutuamente excluyentes la probabilidad de la unión es la suma de las 

probabilidades particulares. A los eventos mutuamente excluyentes también se les 

denomina eventos disjuntos. 

Por lo tanto, igual resultado se obtiene si:  

 [ ] [ ] [ ] [ ] 0,50 0,50 0,20 0,80P A B P A P B P A B∪ = + − ∪ = + − =  

1.2.4 Probabilidad condicional 
La probabilidad condicional se refiere a la probabilidad de ocurrencia de un evento, 

X, cuando ha ocurrido otro evento, Y. La probabilidad condicional se representa por la 

expresión P[X|Y] y significa: probabilidad del evento X dada la ocurrencia del evento Y. Si 

la ocurrencia de este segundo evento, Y, no modifica la probabilidad de ocurrencia del 

primero, X, se dice que ambos eventos son independientes, de lo contrario ambos eventos 

son dependientes7. 

La expresión de la probabilidad condicional del evento X, dado que ocurrió el 

evento Y, está dada por: 
                                                 
6 Esta expresión puede generalizarse para la unión de más de dos eventos 
7 Por ejemplo si se lanzan dos dados el resultado del segundo dado no está condicionado por el valor obtenido 
en el primero (eventos independientes), pero si se extraen en secuencia dos naipes de un mismo mazo la pinta 
de  la segunda carta sí depende de la pinta que se haya obtenido en la primera porque el número de naipes ya 
no es el mismo ni tampoco el número de barajas de la pinta extraída. 
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 [ ]
[ ]

P X Y
P X Y

P Y
∩⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

|  (1.2) 

En la figura C de la lámina Nº 1.3 se muestra gráficamente el porqué de la 

expresión (1.2). En palabras: una vez ocurrido el  evento Y el espacio de muestreo se 

reduce ahora al área que representa dicho evento en el diagrama de Venn. Este área está 

directamente asociada con P[Y], por lo tanto, los únicos puntos posibles para la ocurrencia 

de X son aquellos que se encuentran en el sector X∩Y. 

Como ilustración de lo anterior: Si se encuentra una muestra de material tipo “B” en 

el laboratorio que ha perdido su etiqueta de origen.  ¿Cuál es la probabilidad  de que esa 

muestra provenga de la zona 4, es decir, del evento ABC? 

En este caso, el evento ocurrido es una muestra del material “B”. Esta muestra 

puede provenir de la zona 2 (evento BBB) o de la zona 4 (evento ABC). La probabilidad de 

que provenga de la zona 4 se calcularía aplicando la  expresión (1.2): 

 [ ]
[ ]

P ABC B
P ABC B

P B
∩⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

|  

La intersección del evento ABC con el evento B  es precisamente el mismo evento 

ABC pues es el único espacio donde ambos eventos coinciden (únicos puntos de muestreo 

comunes). Ya se indicó que  probabilidad del evento B es la probabilidad de la unión de los 

eventos mutuamente excluyentes BBB y ABC (Figura B, lámina 1.2). En consecuencia: 

 [ ]
[ ] [ ]

0, 20 0, 40
0,30 0,20

P ABC
P ABC B

P BBB P ABC
⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦ + +

| =  

Es decir, si se encuentra una muestra de material “B”, sin identificación de 

procedencia, hay 40% de probabilidad de que provenga de la zona 4 y 60% de probabilidad 

de que provenga de la zona 2 (evento complementario). 

Como ya se ha dicho, si dos eventos son independientes, la ocurrencia del primero 

no afecta la probabilidad de ocurrencia del segundo. En este caso, si X e Y son eventos 

independientes, por definición: 

  (1.3) [ ]P X Y P X⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
|
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Igualando los segundos términos de las ecuaciones (1.2) y (1.3) y despejando 

P[X∩Y], resulta la  importante relación para eventos independientes: 

 [ ] [ ] [ ]P X Y P X P Y∩ =  (1.4) 

Por ejemplo: si se reciben dos perforaciones en el laboratorio ¿Cuál es la 

probabilidad de que una de ellas provenga de la zona 1 y la otra de la zona 3? 

Suponiendo que los seis equipos de perforación están diseminados aleatoriamente 

en el terreno, los eventos pueden considerarse independientes8. En consecuencia: 

 [ ] [ ] [ ] 0,3 0,3 0,09P AAA BBB P AAA P BBB∩ = × = × =  

Debe quedar claro que los conceptos de eventos mutuamente excluyentes y eventos 

independientes se refieren a situaciones diferentes y no tienen nada que ver entre sí, aunque 

los eventos independientes no pueden ser mutuamente excluyentes. 

1.2.5 Diagrama en árbol 
Como introducción al método que se basa en el diagrama en árbol (Koosis, 1973) 

considérese el siguiente ejemplo: ¿Cuál es la probabilidad de que llegadas dos 

perforaciones al laboratorio exista, al menos en una de ellas, un tramo de material “C”? 

Continuando con la suposición de que las perforaciones de los distintos sectores 

llegan al laboratorio en una forma aleatoria, si se denomina P[C1] a la probabilidad de que 

en la primera perforación exista total o parcialmente material tipo “C” y P[C2] la 

probabilidad de igual condición en la segunda perforación,   lo que se pide en este caso es 

P[C1UC2]. De acuerdo a la ecuación (1.1) y sabiendo que P[C] = P[C1] = P[C2] = 0,40 y 

que, por tratarse de eventos independientes, P[C1∩C2] = P[C1] x P[C2] = 0,40 x 0,40. 

 [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 2 0, 40 0,40 0,40 0,40 0,64P C C P C P C P C C∪ = + + ∩ = + − × =  

                                                 
8Esta suposición no tiene por que ser cierta en un caso real. Aunque todas las perforaciones sean de la misma 
longitud es posible que unos materiales sean más difíciles de perforar que otros o que los equipos de 
perforación no tengan la misma eficiencia. Por lo tanto, la secuencia de envío puede ser muy compleja y 
guardar un “orden oculto”. La independencia entre eventos es una de los aspectos más difíciles de establecer 
en la práctica. En todo caso existen métodos para determinar hasta cierto grado de confiabilidad si el proceso 
es aleatorio o no examinando su secuencia. 
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En la lámina 1.4 se muestra una forma secuencial de resolver este caso mediante el 

llamado diagrama en árbol. En este procedimiento se suman todos los resultados favorables 

ponderados por sus respectivas probabilidades. El procedimiento es engorroso aun para un 

problema simple como este, pero permite visualizar todas las posibilidades. Por ejemplo, es 

fácil darse cuenta de que la probabilidad de que el material “C” se encuentre en una sola de 

las dos perforaciones es 0,48 mientras que la probabilidad de que esté presente en las dos es 

de 0,16, para una probabilidad total 0,64, igual a la antes calculada. La suma de las 

probabilidades anteriores es directa porque nuevamente se trata de eventos mutuamente 

excluyentes: el material “C” aparece en una, aparece en las dos o no aparece. Los tres 

eventos que constituyen este particular espacio de muestreo caso son exhaustivos y 

mutuamente excluyentes. 

La inspección del árbol de probabilidades sugiere que para  éste y para otros casos 

más complejos, la teoría combinatoria podría ser de gran utilidad para separar los resultados 

de interés de los resultados posibles como en efecto, así es. 

1.2.6 Fórmula binómica o de Bernoulli. 
Una de las expresiones más importantes de las muchas que se pueden derivar de la 

teoría combinatoria aplicada al cálculo de probabilidades es la llamada distribución 

binómica o de Bernoulli. 

Si se denomina x al número de veces que ocurre el evento de interés, comúnmente 

denominado “éxito9”  y se designa por la letra x. Si se designa por la letra N al número de 

intentos y p a la probabilidad de éxito (1-p, sería la probabilidad de “fracaso”) en cada 

intento, entonces la probabilidad de obtener x éxitos en N intentos viene dada por: 

 ( ) ( )( )

( ) ( )(!; ; 1 1
! !

N x N xN x x
x

Nb x N p C p p p p
x N x

)− −= − = −
−

 (1.5) 

 Así, en el ejemplo anterior, la probabilidad de que aparezca material “C” en 

solamente una de las dos perforaciones (sólo un éxito, x, en dos intentos, N, con una 

probabilidad de 0,40 en cada uno, p), viene dada por: 

                                                 
9 Aquí también se utiliza está palabra en su sentido más amplio. “éxito” podría un terremoto. 
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 ( ) ( ) ( )( )2 112!1;2;0,40 0,4 1 0,4 2 0,4 0,6 0,48
1! 2 1 !

b −= − = × ×
−

=  

y la probabilidad de que aparezcan muestras de material “C” en las dos 

perforaciones (x = 2; N = 2; p =0,40): 

 ( ) ( ) ( )( )2 222!2;2;0,4 0,4 1 1 0,16 1 0,16
2! 2 2 !

b p −= − = × ×
−

=  

Estos son los mismos resultados obtenidos mediante el diagrama de árbol. Para 

completar la distribución de Bernoulli, que abarca todo el espacio de muestreo y, por ende, 

la suma de las probabilidades de todos los eventos debe ser la unidad, habría que calcular la 

probabilidad de que el material “C” no aparezca en ninguna de las dos perforaciones. Esta 

probabilidad vendría dada por10: 

 ( ) ( ) ( )( )2 00 22!0;2;0,40 0,40 1 0,40 1 1 0,40 0,36
0! 2 0 !

b −= − = × ×
−

=

                                                

 

1 . 3  V a r i a b l e s  a l e a t o r i a s  y  d i s t r i b u c i o n e s  
d e  P r o b a b i l i d a d e s  

1.3.1 Variables aleatorias 
Supóngase que el material “C” requiere de ensayos de ejecución más lenta 

(consolidación, por ejemplo) que los de los otros dos materiales. Si el encargado del 

laboratorio recibe una llamada donde se le comunica que en los próximos días llegaran los 

envases correspondientes a seis perforaciones, pero no se le dice de cuáles sectores 

provienen. ¿Cómo podrá estimar cuantas perforaciones contendrán material tipo “C” para 

hacer sus previsiones de personal y equipos? 

La estimación tendrá que hacerla calculando la probabilidad de que: ninguna, una, 

dos, etc., perforaciones contengan muestras de material “C”. 

Mediante la distribución binómica es posible calcular estas probabilidades, las 

cuales vienen dadas por la expresión; b(x; 6; 0,40) para todos los valores de x,  es decir, 

desde x = 0 (probabilidad de que ninguna perforación contenga material “C”) hasta x = 6 
 

10 Esta última probabilidad podría calcularse también como el evento complementario del evento [C1UC2], es 
decir: 1 - (0,48 + 0,16) = 1-0,64 = 0,36 
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(probabilidad de que todas las muestras contengan material tipo “C”). Así, por ejemplo, la 

probabilidad de que cuatro de las seis perforaciones contengan muestras del material tipo 

“C” viene dada por: 

 ( ) ( ) ( )( )6 446!4;6;0,40 0,40 1 0,40 15 0,0256 0,36 0,138
4! 6 4 !

b −= − = × ×
−

=  

En forma similar pueden calcularse los restantes valores. 

 En figura superior de la lámina Nº 1.5 se muestran los resultados de estos cálculos 

en forma gráfica, como un diagrama de barras. El diagrama es fácil de comprender, pero 

para su utilización resulta muy conveniente introducir el concepto de variable aleatoria.  

Una variable aleatoria es una variable numérica cuyo valor está asociado con el 

resultado de un evento, su dominio es el espacio de muestreo y sus posibles valores son los 

puntos de muestreo. Por lo tanto, el valor de una variable aleatoria es impreciso y está 

asociado a la ocurrencia de un evento y por lo tanto a una probabilidad. 

En el ejemplo anterior, la variable aleatoria es el número de perforaciones, de un 

total de seis, que contienen alguna muestra del material “C”. Esta  variable aleatoria 

tomaría valores enteros desde cero hasta seis, ambos inclusive. Si se designa a esta variable 

por la letra X puede escribirse P[X = 4] = 0,138, es decir la probabilidad de que la variable 

aleatoria X tome el valor X= 4 es 0,138. En este caso, la variable aleatoria X se clasifica 

como  una variable aleatoria discreta porque sólo toma valores puntuales (0; 1; 2;…;6). En 

contraposición, las variables aleatorias continuas pueden tomar cualquier valor dentro del 

universo de muestreo. En geotecnia y en general en ingeniería, las variables continuas son 

más frecuentes que las discretas y de ellas se hablará más adelante. Ejemplos de variables 

aleatorias continuas en geotecnia podrían ser: el contenido de humedad natural en un 

terreno, el grado de compactación de un relleno, la capacidad de soporte de un pilote, la 

duración de un pavimento, etc. 

La lámina 1.5 muestra la variable discreta X del ejemplo de las seis perforaciones 

en las dos representaciones usuales. La figura superior representa la llamada función de 

masas de la probabilidad (fmp) y relaciona cada valor de la variable aleatoria con la 

probabilidad correspondiente y la figura inferior representa la función de probabilidades 
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acumuladas (FPA) e indica la probabilidad de que el valor de la variable aleatoria sea igual 

o menor que un valor dado. Esta función es la suma de los valores de las probabilidades 

obtenidos en la función de masas (fmp) hasta el punto considerado inclusive. Así, la 

probabilidad de que el número de perforaciones que contengan muestras del material “C” 

sea igual o menor que tres es de 0,821 según el gráfico de la lámina 1.5. En realidad, para 

variables discretas, como la de este caso, los puntos no deberían estar unidos por una línea, 

pues no hay valores intermedios. Algunos autores representan esta unión escalonada. Sin 

embargo, hecha esta salvedad, la unión de los puntos de una u otra forma es útil pues 

permite visualizar más rápidamente la tendencia. 

La figura B de la lámina 1.5 le indicaría al encargado del laboratorio de que si 

quiere estar 95% seguro de que será capaz de enfrentar la contingencia que suponen las 

muestras de material “C” deberá tomar las previsiones necesarias  para procesar  muestras 

de este material en cuatro de las seis perforaciones. 

¿Qué significa estar 95% seguro? En este caso significaría que si la misma situación 

se repitiera un número significativo de veces, solamente en cinco de cada cien la demanda 

superaría las previsiones. 

1.3.2 Variables aleatorias continuas 
Supóngase que al principio de la exploración del terreno de la figura 1.1, se hubiera 

decidido fijar la ubicación  perforaciones de un modo aleatorio11, de tal forma que el punto 

correspondiente a cualquier par de coordenadas medidas en dos lados perpendiculares del 

terreno tuviera igual probabilidad de ser elegido como sitio de perforación. Es decir, 

cualquier punto del terreno tiene igual probabilidad que los otros de ser elegido como sitio 

para perforar. Las dimensiones del terreno son 2,0 Km de largo por 1,4 Km de ancho. 

Supóngase además que los en cuatro lados del terreno existen carreteras desde las 

cuales es posible acceder al interior del terreno por cualquier punto para la logística de las 

perforaciones, pero una vez dentro, el terreno es boscoso y pantanoso, por lo tanto, de 

difícil tránsito. 

 
11 El la práctica de la ingeniería no es recomendable el uso de este procedimiento aleatorio para situar las 
perforaciones. Las perforaciones deben ser fijadas como consecuencia del resultado de una exhaustiva 
interpretación de la geología del terreno producto de visitas al campo,  examen de fotografías aéreas y toda la 
documentación disponible. También del tipo de obra a construir. Aquí sólo se trata de un ejemplo  
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En estas condiciones el supervisor de campo estaría interesado en calcular la 

probabilidad de cuan alejada puede resultar una perforación de los bordes del terreno con el 

fin de estimar sus costos de operación (deforestación y acondicionamiento de las vías de 

acceso a las perforaciones, traslado de equipos, transporte de personal, repuestos, 

abastecimiento de combustibles, alimentos, etc.). La distancia es entonces  una variable 

aleatoria continua. 

En la figura A de la lámina 1.6 se muestra la condición geométrica para  que una 

perforación resulte a una distancia igual o menor que una distancia prefijada, x. Toda 

perforación cuya ubicación esté dentro del área sombreada en la figura cumplirá esta 

condición. Dado que el área total contiene todos los puntos de muestreo, la probabilidad de 

que una perforación resulte a una distancia menor o igual que x de un borde del terreno 

vendrá dada por el cociente entre área sombreada y el área total. La inspección de la figura 

muestra que la mayor distancia a la que una perforación puede quedar del borde más 

próximo del terreno es igual a la mitad del ancho y, por lo tanto,  la probabilidad de que una 

perforación esté ubicada a esa distancia o una menor es la del  evento cierto, es decir, la 

unidad. 

Volviendo a la figura A de la lámina 1.6, tras resolver el problema geométrico de la 

simple relación entre el área sombreada y el área total, la probabilidad de que una 

perforación quede ubicada a una distancia menor o igual que x, viene dada por la función: 

 ( ) ( )
( ) (

22 2,0 1,7 4
( ) 0 0,7

2,0 1,7X

x x
F x P X x x

⋅ ⋅ + − ⋅
= ≤ = ≤ <

⋅
)  (1.6) 

Esta función que se denota por FX (x), se denomina función de probabilidades 

acumuladas (FPA) y al igual que en caso de variables aleatorias discretas representa la 

probabilidad: FX (x)=P[X≤ x]. 

En este punto es conveniente interrumpir el ejemplo para describir la nomenclatura 

normalmente usada para las variables aleatorias en la mayor parte de los textos de teoría de 

probabilidades. En esta teoría las mayúsculas se utilizan para nombrar las variables 

aleatorias (X, Y, Z etc.) mientras que las correspondientes minúsculas (x,y,z) se emplean 

para designar los valores que toman dichas variables. Esta nomenclatura posee muchas 

ventajas, sobre todo  claridad y carencia de ambigüedad, pero no podrá seguir siendo usada 
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en los siguientes capítulos de trabajo por la interferencia con letras que son de uso común 

en la nomenclatura de la Mecánica de Suelos. Por ejemplo, todo especialista sabe que Ea es 

la designación casi universal para designar el empuje activo, que una fuerza se designa con 

la letra F y rara vez con la letra f. Por lo tanto, una expresión como: FEa (ea) = P[Ea≤ ea] 

puede resultar extraña y confusa a una persona más familiarizada con la de la Mecánica de 

Suelos que con la teoría de probabilidades. No todos los textos de probabilidades aplicadas 

a la Ingeniería Civil utilizan la nomenclatura descrita, véase por ejemplo Harr (1987), 

aunque otros si la conservan (Benjamin y Cornell, 1970). 

Continuando con el ejemplo anterior, la  derivada de la función de probabilidades 

acumulada es la denominada función de distribución de probabilidades (fdp) y se representa 

por fX(x). Esta función expresa la intensidad de la probabilidad en cada punto x, no la 

probabilidad de cada valor de x. En el ejemplo que se está considerando, la función 

distribución de probabilidades viene dada por: 

 ( ) ( ) ( ) (2 2,0 1,4 8
0 0,

2 1, 4
X

X

d F x x
f x x

dx
⎡ ⎤ ⋅ + − ⋅⎣ ⎦= = ≤ <

×
)7

                                                

 (1.7) 

En las dos figuras inferiores (B y C) de la lámina 1.6 se presentan gráficamente 

ambas funciones. Las propiedades de la FPA son similares a las indicadas para el caso de 

variables aleatorias discretas. 

La fdp (figura C), como ya se ha dicho, representa la intensidad de la probabilidad 

en cada punto y no es una probabilidad en sí. En este sentido podría establecerse una 

analogía con lo que representa una distribución de esfuerzos. Una distribución de esfuerzos 

dice muy poco acerca de la fuerza total, pero su representación gráfica permite establecer 

conclusiones de gran importancia. Esa es también la virtud de la fdp, por eso es una función 

muy importante, como se verá a lo largo de este trabajo. 

Por ser la derivada de la función de probabilidades acumulada, la función 

distribución de probabilidades, fdp, tiene una serie de propiedades importantes. Una de 

ellas  es que el área bajo la curva desde la abcisa menos infinito12 hasta una abcisa dada  

 
12 En general el dominio de un variable aleatoria continua se extiende desde -∞ hasta +∞. En el ejemplo que 
se esta desarrollando la variable x toma valores significativos entre 0 y 0,7 ambos inclusive, para valores 
inferiores o superiores fx(x) = 0 
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X

representa la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor igual o menor que 

dicha abcisa. Es decir: 

 ( ) [ ] ( )
a

Xf x dx P X a F a
−∞

= ≤ =∫  (1.8) 

El valor de la integral es, en consecuencia, igual al valor de la ordenada de la FPA, 

FX(x), en el punto a. 

De igual manera:  

 ( ) [ ] ( ) ( )
b

X Xa Xf x dx P a X b F b F a= ≤ ≤ = −∫  (1.9) 

Como corolario de la expresión (1.8), el área total bajo cualquier fdp debe ser igual 

a la unidad. Es decir: 

 ( ) 1Xf x dx
∞

−∞
=∫  (1.10) 

Una conclusión importante de la ecuación (1.9) es que la probabilidad de un valor 

determinado, “a”, es cero. 

Este último resultado, aunque sorprendente, es innegable consecuencia de (1.9), 

pero su significado puede comprenderse mediante la siguiente pregunta ¿Cuál es la 

probabilidad de que una de las coordenadas de una perforación sea 0,963 Km?. Lo primero 

que hay que definir es: ¿Qué significa 0,963 Km? ¿Significa 0,9634 ó 0,9638? Si se acepta 

que 0,963 Km es cualquier valor, x, tal que 0,9625 ≤ x <0,9635, entonces puede aplicarse la 

expresión (1.9) para calcular su probabilidad. Por lo tanto, en casos así habría que 

considerar la variable continua como discreta, establecer los intervalos y calcular la 

probabilidad de cada uno de ellos. Se obtendría así una función de masas como la mostrada 

en la lámina 1.5. Este es un recurso que siempre cabe con las funciones de variables 

continuas, pero, como se verá a lo largo de este trabajo, no es necesario utilizarlo con 

frecuencia pues la información que por sí sola suministra la fdp es muy rica. En cualquier 

caso, siempre una variable continua puede convertirse en discreta si sus valores se agrupan 

en rangos. 

En el ejemplo que sirve de base a esta discusión la fdp es una función lineal de 

forma trapecial. Se trata de una función simple que responde a un caso meramente 
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conceptual y con fines ilustrativos. La FPA correspondiente es una parábola de segundo 

grado. 

1.3.3 Distribución conjunta de dos variables aleatorias 
La función distribución conjunta fXY(x,y) de dos variables aleatorias es una función 

que expresa la probabilidad de que dos variables aleatorias X e Y tomen dos valores 

determinados x e y en un mismo evento. En otras palabras: 

 [ ]( , ) ( ) ( )XYf x y P X x Y y= = ∩ =  (1.1) 

  
Si X e Y son variables aleatorias independientes, se sabe, por la ecuación, (1.4) que: 

 [ ] [ ] [ ]P X Y P X P Y∩ =  

Por ejemplo: la función distribución conjunta  de los resultados de un dado lanzado 

dos veces es constante e igual a: fXY(x,y)=1/6 · 1/6 =1/36. Es decir: la probabilidad de 

obtener un dos en el primer lanzamiento (X=2) y cinco en el segundo (Y=5) es igual a la 

probabilidad del primero,1/6, por  la probabilidad del segundo, también 1/6. Esta 

probabilidad es la misma cualquiera que sea el par de números que se escoja. 

Si se deseara graficar esta función tendría que ser en un gráfico tridimensional, 

representando en el eje X los valores 1; 2; ...;6 (primer lanzamiento) los mismos valores 

para el eje Y(segundo lanzamiento) y valores constantes en el eje Z,iguales a 1/36, sobre 

cada una de las intersecciónes de los valores enteros de X e Y13. 

Otro ejemplo algo más complejo es el presentado en la lámina 1.7. Considérese el 

caso ya tratado de la presencia de muestras de material “C” en un lote aleatorio de seis 

perforaciones (lámina 1.5). Podría además estudiarse el problema de la distribución 

conjunta de las muestras que contienen material “C” y aquellas que provienen de uno dado 

de los dos sectores (3 ó 4) donde ello es posible, por ejemplo, el sector 4 (evento ABC). 

Llámese N1 al evento  de obtener n1 muestras de material “C” en un lote de seis 

perforaciones y llámese N2 a la probabilidad de que n2 de esas muestras provengan  de la 

zona 4 (n2 ≤ n1). Lo que se pide entonces es: 
                                                 
13 Ello, por supuesto, no quiere decir que la función conjunta de dos variables independientes sea siempre una 
constante. En este caso lo es porque sus componentes son constantes. 
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1 2 3 4 5 6

6

5

4

3

2

1

f (x,y)XY

Nº 0 1 2 3 4 5 6 �

0 0,047 0,047

1 0,094 0,094 0,187

2 0,078 0,156 0,078 0,311

3 0,035 0,104 0,104 0,035 0,276

4 0,009 0,035 0,052 0,035 0,009 0,138

5 0,001 0,006 0,012 0,012 0,006 0,001 0,037

6 6,25E-05 3,75E-04 0,001 0,001 0,001 3,75E-04 6,25E-05 0,004

� 0,263 0,393 0,246 0,082 0,015 0,002 0,000 1,000

Número de muestras que contienen material tipo “C” en un lote de 6 perforaciones

N2 Número de muestras que provienen la zona 4 (ABC) en un lote se seis perforaciones

Lámina Nº 1.7

Lámina Nº 1.7

Función Distribución Conjunta de Dos Variables Aleatorias

A) Valores de la función distribución conjunta de las variables

B) Representación tridimensional de la función

N1
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 [ ]

1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )N Nf n n P N n N n= = ∩ =  

Por ejemplo: ¿Cuál es la probabilidad de que en un lote aleatorio de seis muestras 

cuatro de ellas contengan material tipo “C” y dos de éstas provengan del sector 4? Ese sería 

el valor particular de la función de distribución: fN1,N2(2;4). 

El cálculo de este  valor particular  anterior puede encontrarse a partir de la 

ecuación de la probabilidad condicional (ecuación (1.2)), de la siguiente forma: 

 [ ]
[ ]

2 1
2 1

1

2 4
2 4

4
P N N

P N N
P N

∩ =⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ =
==|  

Por lo tanto, despejando el valor de interés: 

  [ ] [2 1 2 1 12 4 2 4P N N P N N P N⎡ ⎤∩ = = = =⎢ ⎥⎣ ⎦
= = | ]4

La probabilidad P[ N2= 2 | N 1= 4] puede calcularse mediante la distribución 

binómica: 

  2 12 4 (2;4;0,50) 0,375P N N b⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦
= |

Donde 0,50 es la probabilidad de que una muestra de material “C” provenga del 

sector 4 (evento ABC). Este valor de 0,50 es consecuencia  de  que el material “C” sólo 

puede provenir del sector 3 (evento CCC) o del sector 4 (evento ABC). Como ambos 

sectores tienen igual proporción de área en el terreno (20 % cada uno) su probabilidad de 

ocurrencia se reparte por igual. 

La probabilidad P[N1= 4] ya se calculó en la lámina 1.5 y es la probabilidad de en 

un lote de seis perforaciones cuatro contengan material tipo “C”. Nuevamente: 

 [ ] ( )1 4 4;6;0, 40 0,138P N b= = =  

Por lo tanto: 

  [ ] [ ]2 1 2 1 12 4 2 4 4 0,375 0,138 0,0518P N N P N N P N⎡ ⎤∩ = = = = = × =⎢ ⎥⎣ ⎦
= = |

Los  valores restantes de la función de distribución conjunta pueden calcularse de 

manera similar variando los parámetros en forma acorde para calcular cada uno de los 35 
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casos restantes. En la figura A) de la lámina 1.7 se representan los valores calculados. 

Obsérvese que los casos donde n2>n1 es imposible que ocurran y, por lo tanto su 

probabilidad es nula. 

Todos los eventos mostrados en la tabla de la figura A) son exhaustivos y 

mutuamente excluyentes por lo tanto su suma debe ser la unidad, como se indica en la 

última celda de la tabla. 

¿Qué representa la suma de los elementos de una fila dada? Representa la 

probabilidad de que N1 = n1, cualquiera que sea el valor de N2. Así el valor de esta suma 

correspondiente a la fila N1 = 2, e igual a 0,311, es la probabilidad ya conocida (lámina 1.5) 

de que dos perforaciones en el lote de seis contengan material tipo “C” independiente. 

¿Qué significa la suma parcial de los elementos de cualquier columna de la tabla? 

Representa la probabilidad de que N2 perforaciones en un lote de seis provengan de sector 

4. Así la probabilidad de que ninguna de las seis perforaciones provenga  del sector 4 es de 

0,263; dos: 0,246. etc. A estas sumas parciales se les denomina  función probabilidad de 

masa marginal. 

¿Cuál es la probabilidad que dos perforaciones provengan del sector 4 dado que tres 

de las seis perforaciones provienen contienen material tipo “C”? Aquí se está ante un caso 

de probabilidad condicional porque es un hecho que tres perforaciones contienen material 

tipo “C”. Por lo tanto: 

 [ ]
[ ]

2 3
2 3

3

2 3
2 3

3
P N N

P N N
P N

= ∩ =⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦ =
|  

Sabiendo que el numerador de la expresión anterior es fN1N2(3,2) y el denominador 
es (

1 2

2

23,N N
todoN

)f N∑ , es decir una de las funciones probabilidad de masa marginal antes 

nombradas se tiene: 

 [ ]
[ ] ( )

1

1 2

2

22 3

3 2

(3, 2)2 3 0,104 0,377
3 3, 0, 276

N N

N N
todoN

fP N N
P N f N

= ∩ =
= =

= ∑
=  

Es evidente que hay otras formas más sencillas y directas de resolver el caso 

anterior, pero la forma usada tiene la ventaja que sólo utiliza las propiedades de la 

distribución conjunta de probabilidades y es la única forma de proceder en aquellos casos 
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donde esta función ha sido hallada en forma empírica a través de frecuencias en 

observaciones. 

En el próximo capítulo la función distribución conjunta se utiliza en un ejemplo más 

complejo. 

1.3.4 Parámetros característicos de las funciones de variables 
aleatorias. 

Las funciones distribución de probabilidades tienen una serie de parámetros que las 

caracterizan y que se denominan momentos. 

El primero de estos momentos se denomina valor esperado o promedio y 

comúnmente se representa por µ o por E[x]. En este trabajo se utilizará la segunda forma 

para evitar confusiones con el coeficiente de fricción que también suele representarse por la 

misma letra griega. La expresión para el promedio o valor esperado de una distribución de 

probabilidades viene dada por: 

  (1.2) [ ] ( )XE x x f x dx
∞

−∞
= ⋅∫

Como se ve, geométricamente, el valor esperado corresponde con el momento 

estático del área de la fdp respecto al eje de las ordenadas y, más aun, dado que el área de 

toda fdp es igual a la unidad, el valor esperado también corresponde a la abcisa del centro 

de gravedad de la fdp14.  

En el ejemplo de la distancia de las perforaciones al borde más próximo del terreno:  

 [ ] ( ) ( ) ( )
0 0,7

0 0,7

2 2,0 1,4 8
0 0 0,268

2 1,4
x

E x x dx x dx x dx
∞

−∞

⋅ + − ⋅⎡ ⎤
= ⋅ + + ⋅ =⎢ ⎥×⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

Si se trata de una variable discreta, la integral de (1.2) se convierte en una 

sumatoria. Así, el valor esperado de una variable aleatoria discreta viene dado por: 

 [ ] ( )
i

i X i
TodosX

E X x p x= ⋅∑  (1.3) 

                                                 
14 Recuérdese que las coordenadas del  centro de gravedad se determinan por el cociente del momento estático 
entre el área para los respectivos ejes.  
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Donde pX(xi)  es la probabilidad de que la variable aleatoria discreta X tome el valor 

xi. En el caso de la función de masas de la figura A de la lámina 1.5 el valor esperado 

vendría dado por: 

 [ ] 0 0,047 1 0,187 2 0,311 ... 6 0,004 2,398E X = × + × + × + + × =  

El valor esperado o promedio es el valor central de la distribución de probabilidades  

y es valor que mejor caracteriza a la variable aleatoria. Es también el valor a partir del cual 

se dispersan los valores de la variable aleatoria, de forma que si obtuvieran varios valores 

de la variable aleatoria, respetando la distribución de probabilidades impuesta por su fdp, el 

promedio de estos valores estaría próximo al valor esperado y estaría más próximo cuantos 

más valores de la variable aleatoria se tomaran (la demostración de este enunciado se hace 

mediante la ley de los grandes números, que puede encontrarse en cualquier texto de 

probabilidades y estadística). 

Por ejemplo, en el caso antes tratado sobre la probabilidad de obtener material tipo 

“C” en seis perforaciones provenientes del área explorada (lámina 1.5) si se recibieran 

muchos lotes aleatorios de seis muestras cada uno y se observara cuantas perforaciones 

contienen  material tipo “C” en cada lote, se vería que los resultados se ajustan a la 

distribución binómica en la lámina, pero si se calculara el promedio el número de 

perforaciones con material tipo “C”por lote, en todos los lotes, el resultado estaría  próximo 

al valor esperado calculado de 2,398 y más próximo cuantos más lotes se examinaran. 

De igual forma, si el encargado de campo en el ejemplo de las perforaciones, 

revisara el promedio de las distancias de éstas al borde más próximo, después de haber 

situado unas cuantas en el terreno, observaría que este promedio  estaría cercano a 268 m,. 

Es muy posible  que este encargado, para su planificación de la logística del trabajo, 

hubiera calculado cuánto costaba emplazar y atender una perforación situada a 268 m de un 

borde y hubiera multiplicado ese costo por el número de perforaciones que se pensaban 

ejecutar en esa fase preliminar a fin de tener una idea del costo presupuestario de las 

partidas relacionadas. 
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dx

Por su definición matemática, el valor esperado es un operador lineal es decir es 

distributivo respecto a la suma y conmutativo respecto a una constante. Estas dos 

propiedades son de gran aplicación como se verá en los próximos capítulos de este trabajo. 

Una vez calculado el valor esperado, es conveniente tomar los siguientes momentos  

respecto a un eje vertical que pase por la abcisa correspondiente al valor esperado, en lugar 

de tomarlos respecto al origen. A tales momentos se les denomina momentos centrales. El 

segundo momento de una variable aleatoria es el siguiente valor en importancia para 

caracterizar su distribución. El segundo momento central de una distribución de 

probabilidades se denomina varianza y mide la dispersión de los valores de la variable 

respecto al promedio. Viene dado por la expresión: 

  (1.4) [ ] [ ]( ) ( )2
Var XX x E x f x

∞

−∞
= −∫

Para variables aleatorias discretas la expresión correspondiente es: 

 [ ] [ ]( ) ( )2
Var

i

i
TodosX

X x E X p= − ⋅∑ X ix  (1.5) 

El valor de la varianza en el ejemplo de la menor distancia a un borde del terreno es: 

 [ ] ( ) ( )20,7

0

2 2,0 1,4 8
Var 0,268 0,034

2 1,4
x

x x dx
⋅ + − ⋅⎡ ⎤

= − =⎢ ⎥×⎣ ⎦
∫  

Y en el ejemplo del número de perforaciones que contendrían muestras de Material 

tipo “C” en un lote de seis: 

[ ] ( ) ( ) ( )2 2 2Var 0 2,398 0,047 1 2,398 0,187 ... 6 2,398 0,004 1, 442X = − × + − × + + − × =
 

Nuevamente, desde el punto de vista de la geometría, en las dos expresiones 

anteriores, (1.4) y (1.5), la expresión de la varianza es igual a la del momento de inercia del 

área de la fdp respecto a un eje que pase por su centro de gravedad (valor esperado). 

También, debido a que el área de cualquier fdp es igual a la unidad, la raíz cuadrada 

positiva de la varianza equivale al radio de giro del área geométrica de la fdp. Esta raíz 

cuadrada es un parámetro de gran importancia en probabilidades y estadística y se 

denomina desviación estándar. Normalmente se designa como σ[X]. Por provenir de la 

 40



Capítulo 1  Conceptos básicos de la teoría de probabilidades y estadística 

 
varianza, la desviación estándar sigue siendo una medida de la dispersión de los valores 

respecto al promedio, con la ventaja adicional que está expresada las mismas unidades de la 

variable aleatoria. 

La desviación estándar en el primero de los casos anteriores es: 

 [ ] 0,039 0,184 KmXσ = =  

Y en el segundo: 

 [ ] 1,442 1,201 MuestrasXσ = =  

¿Cuál de las dos fdp posee mayor dispersión?. Ello no se puede saber hasta la que 

las dispersiones estándar se normalicen dividiéndolas por sus respectivos promedios. Este 

cociente se denomina coeficiente de variación y se designa por CV[X]. 

Los coeficientes de variación son 0,184/0,268 =0,69 en el primer caso y 1,201 / 

2,398 = 0,50 en el segundo. Por lo tanto, la fdp correspondiente a la distancia de una 

perforación al borde posee más dispersión en sus valores que la otra. Realmente, un 

coeficiente de variación de 0,69 es elevado y el supervisor de campo haría bien en tomar en 

cuenta este hecho a la hora de sus previsiones. Más adelante se indicará cómo tomar en 

cuenta el efecto de este valor 

El tercer y cuarto momentos centrales, divididos por el valor de la desviación 

estándar elevada a la potencia del respectivo momento (3 ó 4) se denominan sesgo y 

curtosis. Estos parámetros están relacionados con la asimetría de la distribución y con la 

forma más achatada o picuda de la fdp.   Ambos momentos  se mencionan más adelante en 

este trabajo este trabajo, pero no se utilizarán. En cualquier texto de probabilidades pueden 

encontrarse sus propiedades y su significado. 

1.3.5 Distribuciones Normal y lognormal 
Cualquier función que cumpla con la condición de que el área bajo la ella es igual a 

la unidad (ecuación (1.10))  podría ser usada como función distribución de probabilidades, 

fdp. Sin embargo, en estadística15 existen varias de funciones que han probado su utilidad 

                                                 
15 Según el Diccionario de la Real Real Academia Española, estadística es la ciencia que utiliza conjuntos de 
datos numéricos para obtener inferencias basadas en el cálculo de probabilidades. 
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en muchos casos debido a lo adecuado que resultan  para  la representación y descripción 

de fenómenos aleatorios físicos o sociales. (Harr,1987, pg. 75 y siguientes presenta una 

buena descripción de las más importantes). 

La más empleada de todas las distribuciones de probabilidades es la denominada 

distribución normal o Gausiana y también es la que más se utiliza en este trabajo. Por esta 

razón, a continuación, se hará una breve descripción de sus características. 

En la figura A de la  lámina 1.8 se muestra la pdf característica de la distribución 

normal. En ese caso particular: E[X] = 0 y σ[X] = 1, si E[X] ≠  0 la curva se desplazará a la 

izquierda o a la derecha de forma que la cúspide coincida con el valor de E[X], si  σ[X] <1, 

(pero siempre positiva), la curva se cerrará más alrededor de E[X] (curva más aguda) y si 

σ[X] >1 los puntos se dispersaran (curva más plana). La distribución Normal es una curva 

simétrica respecto al valor de E[X] y la ecuación de su pdf se muestra en la figura antes 

citada. 

En la figura también se indica que el 68,3% de los valores de la distribución están 

comprendidos en un intervalo de amplitud 2·σ[X] centrado respecto a E[X], el 95,4 % en 

un intervalo de amplitud 4·σ[X] y el 99,7% en un intervalo de amplitud 6·σ[X]. Ello quiere 

decir que si una variable aleatoria, por ejemplo el índice de plasticidad de una muestra de 

suelo, perteneciera a una distribución normal, un  valor obtenido aleatoriamente de ese 

índice de plasticidad tendría una probabilidad de 68,3% de encontrarse a ±σ[X] del valor 

esperado de la población; 95,4% de encontrarse a ±2σ[X] y 99,7% de encontrarse a ±3σ[X]  

del valor esperado de la población de índices de plasticidad de la misma familia de 

materiales en ese terreno16. 

Puede demostrarse que variable aleatoria normal es consecuencia de la suma de una 

serie de eventos aleatorios. Por ejemplo: supóngase que se esta preparando una mezcla de  

concreto que requiere una cierta proporción de arena. El maestro de la obra sabe que cada 

carretilla transportará aproximadamente unos 60 Kg de arena bajo un número establecido  

de paladas. El peso cada palada sería uno de  los eventos aleatorios que sumados darían 

 
16 En este caso el término población se refiere todas las muestras que tuvieran un mismo origen geológico o, 
al menos en una zona dada, que clasificaran en el mismo tipo de materiales: arenas arcillosas (SC), arcillas de 
baja plasticidad (CL) etc. 
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origen al peso de cada carretilla y el peso final de ésta, también aleatorio, sería un valor, x, 

de la variable aleatoria, X, que respondería a una distribución normal. Si se pesara un 

número significativo de carretillas se encontraría que su valor esperado es de 60 Kg o muy 

próximo y la distribución de los pesos en las carretillas se ajustaría sensiblemente a una 

distribución normal17.  

En la figura B de la lámina 1.8 se muestra la FPA de la distribución normal de E[X] 

= 0 y σ[X] = 1 Para valores diferentes de E[X]  la curva se desplazará paralelamente hasta 

que el punto de inflexión ( P{X≤ E[X] }=50%) coincida con el valor de E[X] y si  la 

desviación estándar es mayor o menor que la de la figura, la curva se separará o acercara a 

la vertical respectivamente. 

Al igual que en cualquier otra distribución y por ser la FPA la integral de la fdp, la 

ordenada de cualquier punto de la FPA  es igual al área bajo la fdp desde menos infinito 

hasta la abcisa considerada (ecuación(1.8)). Por ejemplo, por inspección de la figura A de 

la lámina 1.8, puede decirse que el área  bajo la curva correspondiente a: E[X] + 1,0 σ[X] 

es igual a: 0,5 + 0,683/2 = 0,842 que debe ser igual  a la ordenada de la FPA para X = E[X] 

+ 1,0 σ[X]  y expresa la probabilidad de que la variable aleatoria X sea menor o igual que 

E[X] + 1,0 σ[X].  

La distribución normal posee una cualidad que la hace la más importante de las 

distribuciones y se deriva del “teorema del límite central” del cual se hablará más adelante. 

Una distribución similar y de uso frecuente en ingeniería es la denominada 

distribución logarítmica normal o lognormal. Una variable aleatoria posee una distribución 

lognormal cuando son los logaritmos de sus valores los que poseen una distribución 

normal. Es decir si X es una variable aleatoria lognormal entonces Y = ln(X) posee una 

distribución normal. Si el origen de una variable con distribución normal es, como ya se ha 

dicho, la suma algebraica  de eventos inciertos, es  fácil comprender que el origen de una 

variable aleatoria lognormal es el producto (y cociente) de muchos eventos inciertos. 

 
17 Para una demostración formal de todo lo anterior véase, por ejemplo Benjamin y Cornell, 1970, pg.249. Por 
otra parte el peso de la arena en las paladas, según la definición propuesta, también sería una variable normal. 
Pero para que la suma de eventos aleatorios conduzca a una distribución normal no es necesario que esos 
eventos posen tal distribución. 

 44



Capítulo 1  Conceptos básicos de la teoría de probabilidades y estadística 

 
La lámina 1.9 muestra la forma de la fdp y FPA de una distribución lognormal. En 

dicha figura, el logaritmo  de la variable aleatoria X es una variable aleatoria normal con 

E[ln(X)] = 0,75 y σ[ln(X)] = 0,6. Los correspondientes valores E[X] y σ[X] no son 

simplemente E[X] = e0,75 = 2,12 y σ[X] = e0,6 = 1,82 (donde e es la base de los logaritmos 

naturales) sino que están dados por las siguientes expresiones, que también figuran en la 

lámina 1.8 (Nowac Y Collins, 2000):  
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Solamente cuando el coeficiente de variación CV[X] es menor de 0,2, puede usarse 

la aproximación:  
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Para  la distribución lognormal mostrada en la lámina 1.9, con E[ln(X)] = 0,75 y 

σ[ln(X)] = 0,6 se tiene: 
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La solución al sistema anterior es: E[X] = 2,53 y σ[X] = 1,095. 

1 . 4  I n f e r e n c i a  e s t a d í s t i c a  

1.4.1  Población y muestra 
Hasta ahora, en todos los problemas planteados, las distribuciones de probabilidades 

de las variables aleatorias se han encontrado en forma teórica o racional y a partir de ellas 

se ha estimado la probabilidad de  eventos futuros asociados. Por ejemplo: organizar el 

laboratorio para atender a un número probable de muestras tipo “C” o conocer la 
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distribución probabilística de perforaciones en el terreno respecto a la distancia a los 

bordes. 

En realidad, éste no es procedimiento general  en las aplicaciones de la estadística 

en la geotecnia. Más frecuentemente, la secuencia es inversa: se desconoce la distribución 

de la variable aleatoria de interés y se trata de inferir ésta a partir de una serie limitada, 

normalmente muy limitada, de observaciones. 

Con el fin de ilustrar mejor la diferencia entre ambos procedimientos, supóngase 

que el supervisor de campo en el problema de estimar la distancia de las perforaciones al 

borde más próximo del terreno desconoce todo lo relativo a probabilidades y estadística y 

por lo tanto, no puede resolver el problema en la forma teórica como se resolvió 

anteriormente. En este caso, lo que probablemente haría es generar aleatoriamente pares de 

coordenadas para obtener posibles posiciones de las máquinas de perforar en el terreno. 

Para obtener estas coordenadas podría seguir un procedimiento similar al de las loterías. 

Para generar las coordenadas en el sentido longitudinal del terreno pondría en una bolsa 

diez fichas numeradas desde  0 hasta 9 y extrayendo una al azar obtendría las unidades 

(metros), regresaría la ficha y extrayendo otra al azar obtendría las decenas (decámetros) y 

así sucesivamente hasta obtener las unidades de mil. Como la longitud del terreno es de 2,0 

Km, para obtener las unidades de mil (kilómetros) solamente colocaría dos fichas: 0 y 1 

(aceptaría 1.999 m ~ 2,0 Km). Seguidamente, repetiría el mismo procedimiento para las 

coordenadas según el ancho con las modificaciones  necesarias para ajustarse al máximo de 

1,4 Km. Finalmente representaría el punto en el rectángulo y mediría la distancia hasta el 

borde más próximo. Repitiendo este procedimiento un número significativo de veces, 

obtendría y una muestra aleatoria de la población estadística. 

Los conceptos de población estadística, o simplemente población, y de muestra 

aleatoria, o simplemente muestra, son muy importantes en estadística. La población se 

refiere a todos los valores que puede tomar una variable aleatoria. Así en el caso de las 

perforaciones conteniendo muestras de material “C” en un lote de seis obtenidas al azar la 

población es finita (0; 1; 2 ;...; 6) mientras que en el caso de la menor distancia de una 

perforación al borde del terreno la población está limitada entre 0 y 0,7 Km pero es infnita, 

porque hay infinitos puntos entre esos dos valores. Realmente, en casos como éste, se dice 

 47



Capítulo 1  Conceptos básicos de la teoría de probabilidades y estadística 

 

                                                

que la población es hipotéticamente infinita (Mandel, 1964), porque realmente no lo es: el 

espacio que requiere una perforación (un hoyo de unos diez a veinte centímetros de 

diámetro) no puede solaparse con el de otra y por lo tanto el número de puntos de muestreo 

es finito. Por otra parte, si se usa el procedimiento de las fichas se están convirtiendo en 

variables discretas las distancias al calcular las coordenadas de metro en metro, aunque 

también podrían calcularse hasta la milésima de milímetro o más. Sin embargo, ello sería 

absurdo en un caso como éste. En muchos casos, suponer la población infinita facilita el 

tratamiento matemático del problema18. 

El concepto de muestra se refiere a un conjunto de valores de la variable aleatoria 

seleccionados por un procedimiento aleatorio. Se entiende por proceso aleatorio aquél que 

excluye cualquier forma de sesgo que favorezca la escogencia de unos valores respecto a 

otros. De esta forma la muestra es una imagen de la población, imagen que será tanto 

menos distorsionada cuantos más elementos contenga la muestra. El número de elementos 

es la propiedad más importante en una muestra aleatoria. 

Volviendo al caso de la ubicación de las perforaciones en el terreno y la menor 

distancia al borde más próximo, en la figura A de la lámina 1.10 se presenta  una muestra 

de treinta elementos, es decir: la ubicación de treinta sitios de perforación obtenida por un 

proceso aleatorio, en otros problemas podría ser mediante observaciones reales (contenidos 

de humedad, dirección de las discontinuidades en un macizo rocoso etc.) y en la figura B de 

la misma lámina se muestra el histograma19 de la distancia de esas perforaciones al borde 

más cercano (barras blancas). El histograma se presenta para intervalos de 50 m. De la 

figura se desprende, entre otras cosas, que seis de las perforaciones están a una distancia 

comprendida entre 150 y 200 m de su borde más próximo. Si la muestra de treinta 

perforaciones fuera fiel reflejo de la población, el histograma correspondiente debería ser 

como el indicado en la misma figura mediante barras sombreadas. Este segundo histograma 

 
18 Al igual que lo facilita en el estudio mecánico de los materiales cuando se supone que los sólidos son un 
medio continuo y en realidad no es así. O, en otros casos, puede que lo facilite suponer que no son continuos 
(elementos finitos). Sin embargo, en estos últimos, la discontinuidad real y la supuesta en el modelo 
matemático rara vez coinciden. Cada problema marca pues su tratamiento. 
19 Sgún el diccióinario de la Real Academia de la Lrengua Española un histograma es: “la representación 
gráfica de una distribución de frecuencias por medio de rectángulos, cuyas anchuras representan intervalos de 
la clasificación y cuyas alturas representan las correspondientes frecuencias.” 
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está construido sobre la base de discretizar la pdf mostrada en la lámina 1.6 y distribuyendo 

las probabilidades en treinta elementos. 

No disponiendo de otra información, el encargado de campo calcularía el promedio 

o valor esperado, mx, de la muestra y su desviación estándar, sx, mediante las siguientes 

expresiones:  
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Donde xi representa las observaciones y N es el número de ellas o tamaño de la 

muestra. Estos serían los mejores estimados20 que el encargado de campo podría tener  del 

valor esperado E[X] y  σ[X] de la población. Obsérvese que la nomenclatura mx y sx se 

refiere a una muestra mientras que E[X] y  σ[X] se refieren a la población. 

En este caso, los valores obtenidos para la muestra de la lámina 1.10 son mx = 

0,248, (E[X] = 0,268) y sx =0,148 (σ[X] = 0,184). Se ve que la aproximación de los 

parámetros de la muestra a los parámetros de la distribución de la población es 

razonablemente buena, aun cuando ambos histogramas difieren, pero también el tamaño de 

la muestra es inusualmente grande, al menos para geotecnia. En este caso el costo de la 

muestra es casi despreciable (la generación de treinta puntos aleatorios de perforación), 

pero en otros casos, como suele suceder en geotecnia, la obtención de un solo valor de una 

propiedad del terreno puede variar de costosa a muy costosa, dependiendo de la propiedad 

que se trate. Por lo tanto, la obtención de una muestra que contenga un  número 

estadísticamente razonable de valores de una propiedad es normalmente prohibitivo. 

                                                 
20 El usar N-1 en lugar de N en la expresión de la desviación estándar de una muestra tiene su fundamento en 
los llamados “grados de libertad”. En términos sencillos, esto se refiere a que en la fórmula sólo hay N-1 
valores independientes porque ya uno de ellos está presente en el promedio. Es decir, si se conoce el 
promedio y N-1 valores de xi, el valor xn ya está determinado. 
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1.4.2 Teorema del límite central 

El teorema del límite central es extremadamente importante y es uno de los 

teoremas más famosos de las matemáticas (Hoel, 1971). En términos simples establece que 

si se tiene una serie de promedios de muestras  provenientes de una distribución de 

probabilidades cualquiera y cada una de estas muestras está compuesta por la misma  

cantidad de elementos, cada uno de estos promedios es  a su vez una variable aleatoria cuya 

distribución se aproximaría a una distribución normal que tiene por valor esperado el 

mismo  de la distribución de donde provienen las muestras y por desviación estándar la 

misma de dicha distribución dividida por la raíz cuadrada del número de elementos que 

conforman las muestras. Para un número de muestras dado, la  aproximación a una 

distribución normal será tanto más exacta cuantos más elementos contengan las muestras y 

cuanto más se parezca la distribución original a una distribución normal. 

Con referencia al caso de la distribución trapecial antes calculada para  la distancias 

de las perforaciones al  borde más cercano del terreno, cuyos parámetros eran: E[X] = 

0,268 y σ[X] = 0,184, puede decirse que el promedio de la muestra aleatoria de 30 

elementos antes obtenido (mx = 0,248) es un valor de la variable aleatoria, X’,  cuya 

distribución se aproxima a una distribución normal de valor esperado E[X’] = 0,268 y de 

desviación estándar  [ ]X' 0,184 / 30 0,034σ = = . 

¿Qué utilidad tiene para el encargado de campo de las perforaciones este teorema? 

Para el encargado de campo es importante conocer con la mayor exactitud el 

promedio de la distancia de las perforaciones al borde más cercano porque ese valor lo 

multiplicará por el número de perforaciones y por el costo por kilómetro de accesos, 

deforestación, transporte, servicios etc. para obtener el costo total de las partidas de 

movilización  y asistencia en el terreno. Todo esto bajo la suposición de que por lo 

accidentado del terreno (pantanoso, boscoso, etc.,) siempre es más conveniente para ir de 

una perforación a otra salirse del terreno, tomar las vías perimetrales y volver a entrar al 

terreno por el punto más próximo a la siguiente perforación, en lugar de crear una vía 

interna para ir de una perforación a otra directamente. 

En principio, el encargado de campo podría dar por suficientemente aproximado el 

promedio de su muestra, mx = 0,248 Km y seguir adelante con ese valor o puede intrigarle 
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el saber cuán próximo estará ese promedio del verdadero. Eso no lo podrá saber en forma 

absoluta sino a través de un intervalo de confianza que el mismo establezca y, para ello, sí 

debe hacer uso del teorema del valor central como se explica a continuación. 

Al describir las propiedades de la  distribución normal quedó establecido en la 

lámina 1.8 y en 1.3.5 que  para un valor cualquiera de la variable, elegido al azar, existe una 

probabilidad de 68,3 % de que dicho valor pertenezca al intervalo ±σ[X] centrado en el 

valor esperado. Por lo tanto, el promedio de la muestra de 30 distancias, mx = 0,248, tiene 

esa misma probabilidad en la distribución normal a la que supone que pertenece, es decir 

aquella con E[X] = 0,268 y [ ]X 0,184 / 30 0,034σ = = 21. El problema es que el encargado 

de campo desconoce estos dos últimos parámetros. El sólo conoce las aproximaciones a 

ellos provenientes de su muestra (0,248 y 0,148). Sin embargo, puede plantearse la 

siguiente pregunta: ¿Con 95% de confianza, cuál es la máxima distancia a la cual el valor  

m  = 0,248 puede encontrarse por debajo del promedio de la distribución normal? En la 

lámina 1.11 se muestra la solución al problema. Básicamente se trata de tener en cuenta los 

siguientes aspectos: 

x

1) El encargado tiene que suponer que su valor, mx = 0,248, de es inferior al 

valor esperado. No sería conservador, en este caso particular, suponer que es 

mayor. 

2) Si establece un límite de confianza de 95 % quiere decir que acepta que su 

valor de mx no será menor que el correspondiente a una probabilidad (o área) 

menor de 5 % en la distribución normal como se muestra en la figura. Este 

valor, en la distribución normal, corresponde a una abcisa de –1.6448 veces 

la desviación estándar medida desde el valor esperado. Por lo tanto, con 95% 

de confianza (el área restante) esa debe ser la máxima distancia que debe 

existir entre el valor mx = 0,248 y el valor esperado buscado. Para finalizar el 

problema tendría que conocer el valor de σ[X]. 

                                                 
21 Obsérvese que en este caso esta probabilidad se cumple: (0,248-0,268)/0,0234=-0,588. Es decir, el 
promedio de las treinta muestras queda a la izquierda del valor esperado y a una distancia de 0,588 veces la 
desviación estándar 
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3) Dado que desconoce este valor, hay que dar por bueno el único de que se 

dispone, es decir, el obtenido en la muestra: sx =0,148. 

4) El teorema del valor límite establece que la desviación estándar de la 

distribución normal a la cual pertenecen los promedios de las muestras 

integradas por igual número de elementos cada una es igual a la de la 

distribución original entre la raíz cuadrada del número de elementos en la 

muestra. La aproximación [ ]X' 0,148 / 30 0,02702σ =∼  es necesaria para 

resolver el problema. 

El resultado es que, con  95 % de confianza, el promedio es inferior a 0,292 Km y 

este sería un valor más apropiado para que el encargado usara en sus cálculos, dado el 

elevado coeficiente de variación (0,68), que si bien él desconoce puede aproximar a partir 

de los parámetros de la muestra, es decir CV ~ sx / mx = 0,148/0,248 = 0,60. 

Lo desarrollado en este ejemplo es una aplicación muy elemental de los llamados 

límites de confianza que se pueden encontrar extensamente desarrollados en cualquier texto 

general de estadística. 

Dos cosas es conveniente aclarar: 

En primer lugar, hay que tomar en cuenta que se utilizó la aproximación sx =0,148 

en lugar del valor verdadero σ[X] = 0,184. Para aminorar el efecto de esta aproximación, 

que parece obligada en todos los casos donde se desean estimar los parámetros de una 

distribución a partir de los parámetros de una muestra, es más recomendable utilizar la 

distribución conocida como t de Student, creada con este propósito, en lugar la distribución 

normal. La distribución de Student es tanto más adecuada cuanto más pequeño es el 

número de elementos en la muestra. Para 30 elementos ambas distribuciones ya son casi 

idénticas y los resultados muy similares22.  

                                                 
22 La forma de la distribución de Student es una campana similar a la distribución normal, pero depende de un 
parámetro adicional denominado grados de libertad el cual normalmente es igual al número de elementos en 
la muestra menos uno (N-1). Cuantos menos grados de libertad la campana de Student es más “amplia” 
(dispersa) respecto a la distribución normal. A medida que aumentan los grados de libertad la campana se 
aproxima a la normal. La distribución de Student se encuentra en cualquier libro de estadística (Berk y 
Carey,2000, por ejemplo, contiene un logicial donde se observan los cambios de la distribución con el número 
de grados de libertad) 
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En segundo lugar el valor esperado de una población es un valor fijo y no una 

variable aleatoria. Así el hablar de 95% de confianza no se refiere al valor esperado sino al 

lugar  que ocupa el promedio de la muestra, mx, en la distribución. Es decir, la variable 

aleatoria en este caso es mx o, si se quiere, la longitud del intervalo que separa a este valor 

del valor fijo E[X]. 

Para aclarar este segundo punto en  la figura A de la lámina 1.12 se muestran los 

promedios mx y desviaciones estándar, sx, para diez muestras similares que incluyen a la 

hasta ahora utilizada (la última de las diez). Se calculan también los valores 

correspondientes de E[X] con 95% de confianza y lo mismo para una muestra de 300 

elementos que en realidad es el conjunto de todas las muestras anteriores. En la Figura B de 

la misma lámina se representan estos valores y el del intervalo de 95% de confianza para 

“capturar” al valor de E[X].  Respecto a la figura, pueden hacerse las siguientes 

observaciones : 

1) Como se quiere hacer notar, el valor esperado es constante e independiente 

de las muestras. 

2) En los análisis de confiabilidad el intervalo suele ser doble, es decir hay un 

intervalo superior, que es el único representado en la figura, y un intervalo 

inferior el cual, por ser la distribución normal simétrica, es de la misma 

longitud del superior. En este caso no se presenta así porque al encargado de 

las perforaciones no le interesa el intervalo inferior. El sólo quiere saber 

cuán lejos puede estar el valor esperado por encima del promedio de su 

muestra. 

3) A pesar de que se estableció un 95 % de confianza, las muestras Nº 2 y Nº 6  

“fallan” en “capturar” el promedio: se quedan por debajo. Esto parece 

indicar que la probabilidad está más cerca del 80% que del 95%. La realidad 

es que la distribución original trapecial difiere bastante de la forma de la 

distribución normal y la desviación estándar utilizada en todos los casos no 

es la de la distribución original y estas son dos condiciones necesarias para 

que la aproximación del teorema del valor límite se cumpla. 
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4) Se observa que cuando la muestra es de 300 elementos los resultados son 

mucho más cerrados y precisos. 

1 . 5  C o r r e l a c i ó n   

1.5.1 Conceptos generales sobre la correlación de dos variables 
aleatorias 

En geotecnia, al igual que en casi todas las disciplinas científicas o sociales, es 

común estudiar de forma empírica el cambio de una variable aleatoria ante el 

correspondiente cambio de  otra variable, esta última aleatoria o no. Ello no necesariamente 

implica causalidad de la segunda variable sobre la primera, puede también significar que 

ambas responden a una causa común. El grado en que los cambios de la primera variable se 

tornen predecibles a los cambios en la segunda variable, al menos cualitativamente, implica 

el grado de correlación que hay entre ellas. Por ejemplo: es de esperar que las estaturas  en 

un grupo de niños varones entre cuatro y catorce años varíen acorde con las  edades. 

 Si se toma una muestra aleatoria de dos mil  niños de igual condición social, de las 

edades antes citadas, se puede crear una función distribución conjunta tridimensional edad-

estatura-frecuencia relativa,  similar a la mostrada en la figura 1.7. También se puede crear 

otro gráfico donde la edad y la estatura  de cada niño sean las coordenadas de múltiples 

puntos (2.000 en este caso). Este segundo gráfico describe la variación relativa de la 

estatura con la edad. Se trata de una correlación gráfica que normalmente se asocia a una 

función matemática empírica de ambas variables. 

Como se ve, hay dos maneras de enfocar el problema: como distribución conjunta y 

como correlación matemática. También hay una interrelación entre ambos enfoques. 

En ingeniería es mucho más frecuente trabajar con el segundo enfoque (la 

correlación gráfica) y rara vez se considera que hay un efecto probabilista subyacente. 

Ambos enfoques se unifican más adelante.  

En geotecnia es frecuente el caso en que es razonable pensar que dos propiedades 

dadas del terreno sean consecuencia de un factor común, que puede o no ser fácilmente 

cuantificable: mineralogía, granulometría, historia geológica, etc. Y sucede también que 

muchas veces una de estas propiedades es de rápida y barata obtención mientras la 
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obtención de la otra toma más tiempo y se requiere de ensayos más laboriosos y costosos. 

En casos así, es práctica frecuente correlacionar los  resultados de pares de ensayos, sobre 

las mismas muestras,  en un gráfico donde se representa la variación de una propiedad 

respecto a la otra. Normalmente, dicho gráfico se acompaña con una relación matemática 

correspondiente o regresión, la cual se utiliza para predecir el valor de  la variable 

“costosa” para un valor o valores establecidos de la variable “barata”. Cuando la regresión 

es una curva de primer grado, es decir una recta, se dice que se trata de una regresión 

lineal. 

Si un autor estima que una regresión no está afectada sensiblemente por la geología 

del sitio donde fue obtenida o cuando las observaciones que la componen provienen de 

distintos lugares y la correlación aun así se mantiene, ésta  y su expresión matemática 

asociada se publica internacionalmente. Por otra parte, cuando la correlación parece muy 

atada a condiciones locales se utiliza solamente en el proyecto para el cual fue desarrollada. 

En la lámina 1.13 se muestra una correlación local típica desarrollada para una red 

de vías internas a construirse en un complejo petrolero del sur del país. La correlación 

relaciona los valores de una propiedad  muy económica de obtener (contenido de finos) con 

dos propiedades obtenibles mediante el ensayo de compactación23 mucho más costoso 

(humedad óptima de compactación, figura A y densidad seca máxima de compactación, 

figura B). 

 En el caso mostrado en la figura resultó razonable pensar que, sobre la base de la 

mineralogía de las arcillas, a medida que aumenta el número de finos aumenta también el 

contenido de humedad óptimo de compactación y disminuye la densidad máxima seca. Los 

gráficos de la lámina 1.13 muestran el alcance de esta presunción  

1.5.2 Coeficiente de correlación 
La fuerza de la relación empírica entre dos variables aleatorias se mide a través de 

un parámetro denominado covarianza. La covarianza entre las poblaciones de dos variables 

aleatorias (X e Y) se define por  la siguiente expresión: 

 [ ] [ ]( ) [ ]( ){ },CoV X Y E X E X Y E Y= − ⋅ −  (1.9) 

                                                 
23 Ensayo de Proctor modificado 
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El caso más frecuente y también el correspondiente a las figuras de la lámina 1.13, 

se refiere a la comparación no de poblaciones sino a la comparación de muestras de ambas  

poblaciones. En estos casos la covarianza es la  covarianza muestral y viene dada por:  

 [ ]
( ) ( )

1,
1

N

i x i y
i

x m y m
CoV x y

N
=

− ⋅ −
=

−

∑
 (1.10) 

Si existe algún tipo de relación entre los valores de x e y, por ejemplo: si los valores 

de y crecen cuando x crece, el valor de la covarianza será un número grande. Si la relación 

es inversa será un número grande, pero negativo. Finalmente, cuando no haya una 

tendencia definida, el valor de la covarianza será intermedio. Esta es la idea detrás de este 

parámetro, sin embargo, al carecer de referencia, a través de la fórmula de la covarianza por 

sí sola no se puede establecer que significa grande o intermedio, porque dependerá de lo 

que x e y representen en cada caso ( por ejemplo: la densidad máxima seca normalmente 

ronda los dos mil kilos por metro cúbico (1.650-2.100) mientras el contenido de finos es un 

porcentaje). Para obviar este problema, la covarianza se normaliza dividiéndola entre el 

producto de las desviaciones estándar de las muestras y a dicho cociente se le denomina 

coeficiente de correlación muestral. Por lo tanto, el coeficiente de correlación muestral, R, 

viene dado por: 

 [ ] [ ]
( ) ( )

( ) ( )

1
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1 1

, 1,

1 1
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i x i y
i

N N
x y

i x i y
i i
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s s

x m y m

N N

=
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−= =
⋅

− −
⋅

− −

∑

∑ ∑
 (1.11) 

 

Puede demostrarse que el coeficiente de correlación varía entre +1 y –1. Un 

coeficiente de correlación igual a la unidad implica una relación lineal absoluta 

(determinista) de pendiente positiva, un coeficiente de correlación de –1 implica lo mismo, 

pero con pendiente negativa. Los valores intermedios miden el grado de correlación entre 

las variables. Cuando el coeficiente de correlación es nulo se dice que las variables no están 

correlacionadas, pero ello no debe interpretarse como una garantía de que las variables son 
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independientes. Lo contrario, sin embargo, es cierto: dos variables independientes entre sí 

tienen un coeficiente de correlación nulo. 

En a figura A de la lámina 1.14 se muestran los parámetros característicos de las 

muestras utilizadas en las correlaciones presentadas en la lámina 1.13, incluyendo 

covarianzas y coeficientes de correlación muestrales   

1.5.3 Modelos lineales 
En muchos casos, especialmente cuando existen razones para suponerlo o cuando la 

tendencia de los puntos en un gráfico parece indicarlo, es común suponer que hay una 

relación lineal entre las dos variables consideradas. Ello significa que los valores de una de 

las variables (variable dependiente) puede ser razonablemente estimado suponiendo una 

relación de primer grado con  la otra (variable independiente). 

En las figuras de la lámina 1.13 se ha supuesto tal relación y en cada figura se 

muestra la recta correspondiente y su ecuación analítica. 

Ambas ecuaciones analíticas fueron obtenida por el método denominado de los 

mínimos cuadrados. Mediante este método se calculan los parámetros (pendiente y 

ordenada en el origen) de la recta para la cual se verifica que la suma de los cuadrados de 

las diferencias entre los puntos muestrales y los correspondientes puntos de la recta es la 

mínima. Esta diferencia (o distancia vertical) entre un punto de la muestra y el punto de 

igual abcisa de la recta se denomina residuo. Por lo tanto, en el método de los mínimos 

cuadrados, la suma de los cuadrados de los residuos es menor que en cualquier otra recta. 

Bajo este criterio se acepta que la recta obtenida por este método es la que mejor se ajusta a 

la relación entre las variables. 

Los valores de la pendiente, m, y la ordenada en el origen, b, obtenidos por el 

método de los mínimos cuadrados, para una muestra de n observaciones de X e Y  son los 

dados a continuación. En cualquier texto de estadística puede encontrarse la demostración: 
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Las calculadoras de mano algo avanzadas y las hojas de cálculo más comunes traen 

incorporadas subrutinas para el cálculo de estos parámetros. 

La calidad de la hipótesis de correlación lineal entre dos24 variables aleatorias se 

mide a través del cuadrado del coeficiente de correlación muestral, R, (ecuación(1.11)) . 

Así el valor de R2 explica qué porcentaje del cambio en la variable dependiente es 

explicable por el cambio en la variable independiente (Berk y Carey, 2000). Por esta razón, 

es frecuente ver el cuadrado del coeficiente de correlación muestral en los gráficos de 

regresiones lineales, tal como se hace en las figuras de la lámina 1.13. 

Normalmente esta es la forma que tales regresiones se utilizan en ingeniería, 

otorgándole un carácter casi determinista a la ecuación obtenida. Aunque sólo se le atribuya 

este carácter a la ecuación lineal, dos cosas son importantes de tener en cuenta:  

En primer lugar y a menos que el coeficiente de correlación sea igual a la unidad 

(positiva o negativa) el método de los mínimos cuadrados conducirá a distintas rectas según 

se trate de y = f(x) o x = g(y). Es decir, los parámetros m y b son diferentes según la 

variable que se trate como dependiente. 

En segundo lugar, de existir una correlación lineal, la única verdadera es la que se 

obtendría al comparar las poblaciones de las variables. Las obtenidas a partir de muestras, 

como las de la lámina 1.13, son aproximaciones a aquellas y sus parámetros variarán según 

las muestras de que se trate. 

                                                 
24 El modelo lineal se extiende a cualquier número de variables independientes, no solamente a una. 
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Desde el punto de vista estadístico, hay una función de distribución de 

probabilidades conjunta asociada a toda correlación. Para un valor, x, de la variable 

dependiente, X, puede suponerse que el valor de la variable dependiente, Y, viene dado por 

una distribución cuyo valor esperado, E[Y], es el valor obtenido mediante la regresión 

lineal. Además de esto es frecuente suponer que la distribución es normal y de varianza 

constante e independiente del valor elegido, x. 

En un sentido estricto, si X e Y son variables aleatorias de distribución normal 

puede demostrarse (Crow, 1960 ) que para cada valor fijo: X = x, la distribución de Y es 

normal  con un valor esperado que varía linealmente con x, y que todas las distribuciones 

de Y tienen igual varianza. Muchas veces, en ausencia de pruebas de que ambas variables 

poseen una distribución normal se utiliza esta condición como una aproximación.  

Tal es el caso mostrado en la figura B) de la lámina 1.14. Así por ejemplo, los 

puntos negros señalados en la figura, de coordenadas: 72 ;15 y 72; 14 pertenecen a una 

distribución normal cuyo valor esperado, en el punto: finos% = 72, es el valor de la recta: 

 ( )0,119 % 7,07optW finos= +  

Es decir  E[Wopt | finos%=72] = 0,119·72+7,07 =15,64. Obsérvese como se ha 

utilizado la notación de valor condicional (la barra vertical) en la expresión del valor 

esperado. 

Por lo tanto, en términos probabilistas puede decirse que toda correlación lineal de 

dos variables aleatorias, X e Y, puede interpretarse como: 

 [0;Y X x m x b Z ]σ⎡ ⎤= = ⋅ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
|  (1.12) 

   Donde m y b son los parámetros de la regresión lineal y Z [0;σ] es una variable 

aleatoria de valor esperado nulo y desviación estándar constante e igual a σ. Como ya se 

dijo, es usual suponer que ambas variables X e Y están normalmente distribuidas y que la 

desviación estándar es la muestral, s, calculada para los residuos de la muestra, aplicando la 

segunda de las  ecuaciones (1.8): 
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De esta manera una regresión lineal se puede tratar de forma probabilista y 

cuantificar así su incertidumbre (establecer límites de confianza etc.) tal como se hace en el 

capítulo 5 de este trabajo. 
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C a p í t u l o  2  

T r a n s f o r m a c i o n e s  d e  u n a  S o l a  

V a r i a b l e  A l e a t o r i a  

2 . 1 I n t r o d u c c i ó n  
Una de las aplicaciones de la teoría de probabilidades en el campo de la geotecnia, es 

la de poder estimar la distribución de probabilidades de la variable calculada (asentamiento, 

capacidad de soporte, estabilidad, etc.) conocidas las distribuciones de probabilidades de las 

variables utilizadas en su cálculo. Dicho en otros términos: ¿Cómo repercute la 

incertidumbre presente en las variables que intervienen en un cálculo en la incertidumbre 

de su resultado? 

En este capítulo se tratará el caso simple de la función de una sola variable aleatoria 

independiente y en el capítulo 4 el problema se generalizará a un número cualquiera de 

variables independientes. 

Como ejemplo considérese el factor de capacidad portante de Terzaghi, Nq. Como se 

sabe, Nq es uno de los factores que se utiliza en la determinación de la capacidad última de 

fundaciones superficiales y también, por extensión, en la capacidad última por punta de 

pilotes. Es conocido que Nq es función únicamente del ángulo de fricción interna, φ, del 

terreno. Si en un cálculo dado φ se trata como una variable aleatoria con una cierta función 

de distribución de probabilidades, fΦ(φ), entonces Nq será también una variable aleatoria 

dependiente con su correspondiente fdp: fNq (Nq). En la figura A de la Lámina 2.1  se 

esquematiza esta situación25. 

Dadas una variable aleatoria dependiente, Y, relacionada con una variable aleatoria, 

X, a través de la función monótona creciente26 y = g(x) y conocida la distribución de 

probabilidades, fx(x), de la variable independiente, el concepto básico que relaciona las  

distribuciones de ambas variables es: 
                                                 
25De aquí en adelante se abandonará la nomenclatura ptopia de la estadística referente al uso de mayúsculas y 
minúsculas utilizada en el capítulo1 por las razones explicadas en ese mismo capítulo. Así  Nq se escribe 
tradicionalmente con N mayuscula y resultaría confuso para un especialista en geotecnia diferenciar entre Nq 
y la variable aleatoria. Es decir, no se utilizará la minúscula nq para describir los valores de Nq.
26 El caso de las funciones monótonamente decrecientes se analiza más adelante 
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 ( ) [ ] 1P P (Y )F y Y y x g y−⎡ ⎤= ≤ = ≤⎣ ⎦  (2.1) 

Donde  g-1(x) es la función inversa27 de g(x). En palabras, lo que esto quiere decir es 

que la probabilidad de ocurrencia de un valor menor o igual que un valor determinado de Y 

es igual que la probabilidad de ocurrencia del correspondiente valor menor o igual de X. 

Por ejemplo, en la función y = 5·x lo que la ecuación(2.1) quiere decir es que: P[Y≤ 10] = 

P[X ≤ 10/5]. Lo anterior también puede interpretarse diciendo que el área bajo la 

distribución desconocida, fY(y),  para un valor determinado de y debe ser igual al área bajo 

la distribución conocida, fX(x), para el valor correspondiente de x. En la figura A de la 

lámina 2.1 se muestra gráficamente la relación anterior para el caso de Nq(φ).Dado que 

tales áreas son las ordenadas de las respectivas funciones de probabilidades acumuladas 

puede escribirse que28:  

 ( )( )1( )Y XF y F g y−=  (2.2) 

Para obtener fX(x) es necesario derivar ambos miembros de esta expresión (Benjamin 

y Cornell, 1970 pg. 105 y ss):  

 ( ) ( )( ) ( )
1 ( )1 g y

Y X x
d df y F g y f x
dx dy

−
−

−∞
= = ∫ dy  (2.3) 

Pudiendo demostrarse que: 

 
( )( ) ( )(

1
1( )Y X

d g y
)f y f g

dx

−
−= y  (2.4) 

Sustituyendo g-1(y) por x, se obtienen las siguientes expresiones más simples: 

 ( ) ( )Y X
dxf y f
dy

= x  (2.5) 

o también: 

 ( ) ( )Y Xf y dy f x dx=  (2.6) 

 

                                                 
27 Así  si g(x)= sen(x), entonces: g-1(x)= arcsen (x) y no 1/sen(x)). 
28 Obsérvese que g-1(y) = x 
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Lo que esta última ecuación diferencial expresa es que las áreas bajo ambas funciones 

de distribución de probabilidades deben ser iguales en intervalos diferenciales 

correspondientes. En la Figura B de la Lámina 2.1 se muestra la relación de las áreas 

diferenciales en forma gráfica. La solución de (2.5) o (2.6) permite resolver el problema. 

En el próximo capítulo se presentará el cálculo de la distribución de probabilidades de 

Nq como parte de un caso más general. En este capítulo, con el fin de dar prioridad a lo 

conceptual sobre lo numérico, se resolverá un ejemplo con funciones simples que 

permitirán vislumbrar los alcances del proceso  y otras variantes de utilidad que surgirán 

durante su desarrollo. 

2 . 2 C a s o  d e  u n  m u r o  d e  g r a v e d a d  s i m p l e  

2.2.1 General 
A continuación  se presenta un  ejemplo del cálculo, por procedimientos probabilistas, 

de la estabilidad al deslizamiento de un muro de gravedad sometido solamente a cuatro 

fuerzas: su peso, la reacción normal del terreno, el empuje lateral del terreno, y la fuerza de 

fricción entre el terreno de fundación y la base del muro. De estas cuatro fuerzas, las dos 

últimas se tratarán como variables aleatorias dependientes, cada una de ellas, de una sola 

variable aleatoria independiente. Se establecerán las  funciones fdp y FPA para las variables 

independientes y a partir de ellas se calcularán las correspondientes distribuciones de 

probabilidades de las fuerzas actuantes sobre el muro. Posteriormente, se calculará la 

función de la distribución   de probabilidades conjunta de la fuerza de fricción y el empuje 

lateral del terreno así como las funciones de probabilidades de la función diferencia de estas 

dos fuerzas, diferencia que está directamente relacionada con la probabilidad de falla por 

deslizamiento del muro sobre  su fundación.    

2.2.2 Funciones Estadísticas  de las variables independientes 
Considérese el caso del muro de gravedad de concreto de seis metros de altura 

mostrado en la Lámina 2.2 y sometido solamente a tres fuerzas: 

a) el empuje lateral activo de Rankine, Ea, 

b) la fricción terreno-base del muro, F 
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c) el  peso del muro W. 

Todas estas fuerzas se expresarán  en toneladas métricas por metro lineal de muro29. 

Casi siempre el peso puede predecirse con razonable precisión  y por lo tanto se considerará 

una variable determinista, mientras que las fuerzas Ea y F tienen un carácter más disperso y  

se tratarán como variables aleatorias. No se considerará en este ejemplo la componente 

vertical del empuje lateral sobre el muro ni la posible resistencia pasiva del terreno al frente 

del mismo. Se supondrá además que el material de relleno tras el muro es granular con un 

peso unitario de 1,8 T/m3, el cual también será considerado como una variable determinista. 

La expresión de Rankine para el cálculo del empuje lateral activo  es bien conocida en 

geotecnia y viene dada por: 

 2 21
2 tg 45

2aE H φγ ⎛= ⎜
⎝ ⎠

⎞− ⎟  (2.7) 

 
Donde Ea es el empuje activo del terreno tras el muro; γ es el peso unitario del relleno; 

H es la altura del muro y φ es el ángulo de fricción interna del relleno. 

La única variable independiente de carácter aleatorio en la fórmula de Rankine sería 

el ángulo de fricción interna del relleno, φ, las demás variables pueden determinarse con 

bastante precisión.  

Para el cálculo de la fricción base del muro-terreno, F, se utilizará  la fórmula de la 

fricción pura (Peck y coautores, 1973, Pg 426 ): 

 F W µ= ×  (2.8) 

 
Aquí la única variable aleatoria es el valor del coeficiente de fricción base del muro-

terreno, µ. 

Supóngase que el relleno en el trasdós del muro provendrá de material de corte en 

rocas blandas esquistosas típicas de las laderas del Sudeste de Caracas y que el ingeniero a 

cargo del diseño del muro ha examinado este material y realizado algunos ensayos de corte 

                                                 
29 Fuerza por unidad de longitud es una unidad usual en el caso de estructuras de gran longitud con relación a 
las dimensiones de su sección transversal. 
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directo con la fracción menor que arena gruesa. Presuponiendo una pobre a mediana 

compactación en el relleno tras el muro, como es común en estos casos30, el ingeniero 

estima que el ángulo de fricción interna será  superior a  26º, pero inferior a 33º, con un 

valor probable cercano a 30º. Gráficamente el ingeniero expresa estas  convicciones 

adoptando, por simplicidad y en ausencia de mejores datos, la función distribución de 

probabilidades (fdp) triangular mostrada en la Lámina Nº 2.2 

De igual forma, habiendo examinado el terreno de fundación, considera que el 

coeficiente de fricción, µ, será mayor que  0,3, pero menor de  0,8, estimando que su valor 

más probable estará cercano a  0,6. Adopta también para µ  la  fdp triangular mostrada en la 

Lámina Nº 2.2. La altura del triángulo en  ambas distribuciones triangulares viene dada por 

la condición de que el área bajo la función sea igual a la unidad, como corresponde a toda 

fdp (capítulo 1). 

El uso de formas triangulares para la función distribución de probabilidades no es 

frecuente en los  modelos estadísticos31, entre otras cosas, porque no son funciones 

continuas y, en consecuencia, su tratamiento es más laborioso. Sin embargo, se usarán en 

este ejemplo porque son simples de visualizar, casi intuitivas para un ingeniero que desee 

expresar gráficamente su percepción de las variables. Las distribuciones triangulares son 

fáciles de manejar geométricamente mediante centros de gravedad, momentos de inercia 

etc. También la función triangular recuerda un poco la distribución normal de Gauss 

(capítulo 1) y podría considerarse como una simplificación de ésta. En ejemplos posteriores 

se utilizarán otras funciones de uso más frecuente en  cálculos estadísticos.    

En la lámina Nº 2.2 se presentan los histogramas con las correspondientes 

probabilidades condensadas para los “números redondos” de las variables, es decir, la 

discretización de las distribuciones triangulares de probabilidades de φ y de µ en torno a 

valores particulares de éstos. Por ejemplo, la discretización de la función triangular sería 

aproximadamente equivalente a decir que la probabilidad de que φ sea igual a 27º es 0,071, 

la probabilidad de que sea igual a 28º: 0,143, etc. La suma de las probabilidades en las 

 
30 La compactación intensa en el trasdós de muros rara vez se justifica (Lambe pg 185) 
31 Aunque tampoco es inusual, véase por ejemplo Benjamin y Cornell, 1970 pg 154 
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distribuciones discretas (función de masa de probabilidad, capítulo 1)  debe ser también 

igual a la unidad32. Esta discretización no será  necesaria para la solución del problema. 

La lámina Nº 2.3 muestra las expresiones para determinar los parámetros estadísticos 

de la función densidad de probabilidad triangular adoptada para el ángulo de fricción 

interna, φ. El promedio o valor esperado se calculó como el momento estático de triángulo 

respecto al eje vertical en el origen y la varianza se calculó como el momento de inercia 

respecto al eje vertical que pasa por el centro de gravedad del triángulo. Para ello se 

calcularon los momentos de inercia de los triángulos parciales a la izquierda y derecha del 

eje vertical MM (I1 MM e I2 MM) y luego se añadió el producto del área total (1,00) por el 

cuadrado de la distancia horizontal entre el eje MM y el centro de gravedad del triángulo 

total (teorema de los ejes paralelos, ver, por ejemplo, Beer y Jonhston,1962 pg. 317). La 

desviación estándar y el coeficiente de variación se calculan en la forma ya indicada en el 

capítulo 1. 

Para evitar repeticiones no se presentan los cálculos correspondientes a la variable 

aleatoria µ, pero en la  lámina Nº 2.4 se resumen los resultados para ambas variables, φ y µ.  

Dos aspectos resaltan en el análisis de esta tabla: 

En primer lugar, los promedios o valores esperados no coinciden con los valores a los 

cuales el ingeniero dio el mayor peso al expresar su criterio en las funciones triangulares, 

así: E [φ] = 29,65º y E [µ] = 0,567 en lugar de 30º y 0,6 respectivamente. Ello es debido a 

que ninguno de los dos  modelos triangulares es simétrico y, por lo tanto, el centro de 

gravedad no está sobre la vertical  que pasa por el vértice superior  del triángulo. 

En segundo lugar, al revisar los coeficientes de variación debería sonar una primera 

alarma debido a que el coeficiente de variación de φ es de sólo 5 % mientras que el mismo 

valor para la variable µ es de 20%, indicando una notable discrepancia en la calidad de la 

estimación de las dos variables y haciendo la recomendación implícita de que el ingeniero 

debe afinar su estimación de µ. Como se verá más adelante, esta discrepancia incidirá de 

manera importante en el resultado final. 

 
32 En su fdp y en todo lo sucesivo relacionado con el ángulo de fricción interna se trabajará en radianes. 
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2.2.3Aplicación de la Ecuación de Transformación 

2.2.3 a) Coeficiente de Fricción 

Una vez establecidas las distribuciones de probabilidades (fdp) de las variables 

independientes, puede calcularse entonces la distribución de probabilidades de las variables 

dependientes, en este caso fEa(Ea) y fF(F) a partir de fΦ(φ) y fµ(µ). 

Para ello, hay que hacer uso de la ecuación (2.5) particularizada a las variables Ea y F: 

 
( ) ( )

( ) ( )

aE a
a

F

df E f
dE

df F f
dF

φ

µ

φ φ

µ µ

=

=
 

 
Debido a que el cálculo  de fF(F) es mucho más sencillo algebraicamente que el de 

fEa(Ea) se comenzará por aquella variable. En ese caso, dado que 1d
dF W

µ
= : 

 ( ) ( )1
Ff F f

W µ µ=  

 
Si  W= 25 T/ml, entonces 1/W = 1 / 25 = 0,04. La fdp, fµ(µ), se muestra en la lámina Nº 

2.2. 

En la lámina 2.5 se muestran los cálculos correspondientes y los valores de la fF(F) 

conjuntamente  los parámetros estadísticos derivados: valor esperado, E[F]=14,167 T/ml; 

varianza, V[F]=9,198, (T/ml)2; desviación estándar, σ[F] =3,033 y coeficiente de variación, 

CV[F] =0,214. 

Cuando se trata de una función lineal del tipo y = Ax + B, e independientemente de la 

forma de la fdp adoptada para la variable x, puede demostrarse que (Benjamin y Cornell, 

1970; Harr,1987; Nowac y Collins 2000) que: 

 [ ] [ ]E EY A X B= ⋅ +  (2.9) 

 
Dado que fµ(µ) responde a este tipo de funciones y sabiendo que E[µ] = 0,567 (ver 

lámina 2.4), el valor esperado de F: 
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 [ ] 0,567 25 0,00 14,17 T/mlE F = × + =   

Como en efecto así resultó, a partir de la fdp, fF(f). 

De igual forma y también sólo para funciones lineales (Benjamin y Cornell, 1970; 

Nowac y Collins, 2000): 

 [ ] [ ]2Var VarAX B A X+ =  (2.10) 

Por lo tanto, en la caso de F: 

 ( ) [ ]2 2Var Var 25 0,01278 7,99F W µ= × = × =    

Aquí se observa cierta discrepancia respecto al valor de Var[F ] obtenido en la lámina 

2.5 que fue de 8,42. La discrepancia se debe al método aproximado de integración usado en 

la tabla superior de la lámina.  A este respecto, es conveniente decir que se integró sumando 

las áreas elementales (trapecios) y multiplicándolas por el cuadrado de la distancia de su eje 

medio al eje que pasa por el centro de gravedad (E[F]=14,17) del triángulo33. 

Respecto al Coeficiente de Variación, un simple análisis demuestra que en si Y=AX, 

CV[Y ] = CV[X ]. En efecto: 

 [ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]

2 Var
CV CV

E E E
A XY A X X

Y X
E Y A X A X X
σ σ σ×

= = = = =
× ×

 (2.11) 

 
Pero, en el caso general de funciones no lineales, ninguna de las reglas anteriores aplica. 

En general, si y= f(x) es una función no lineal:  E[f(x)] ≠ f(E[X]). Por ejemplo: E[sen(x)] ≠ 

sen(E[X]). 

2.2.3 b)Función Empuje Lateral de Rankine 

En el caso del empuje de Rankine, Ea, para calcular fEa(Ea)  habría que calcular primero 

dφ/dEa, lo cual podría hacerse derivando implícitamente la expresión de 

Rankine: ( ) (2 21
2 tg 45aE H )2

φφ γ= −

                                                

 (ec.(2.7)) o bien hallando en forma explícita φ(Ea) y 

 
33 Como se puede deducir del método usado para calcular fF(F), ésta es también una función triangular dado 
que dµ/dF = cte. 
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luego derivando. Este último método resulta más sencillo para este caso y es el que se sigue 

a continuación. Despejando φ de la expresión de Rankine: 

 2

22 arctg
4

aE
H

πφ
γ

⎛ ⎞
= −⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟  (2.12) 

 1
2

2
2 2

2

21a a

d
dr E EH

H H

φ

γ
γ γ

−
=

⎛ ⎞ ⎛
+⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 (2.13) 

Aquí surge una situación interesante que no había sido contemplada en el desarrollo 

original de la ecuación (2.5) y se refiere al caso de una función monótona decreciente. En 

efecto, como la ecuación de Rankine implica, a medida que φ aumenta, Ea disminuye. Si 

(Ea)1 y φ1 son dos valores correspondientes cualesquiera de Ea y φ, no se cumplirá que: P[Ea 

≤ (Ea)1] = P[φ ≤ φ1] , sino que, por el contrario, P[Ea ≤ (Ea)1] = P[φ ≥ φ1]. 

Dado que P[φ ≥ φ1] = 1- P[φ ≤ φ1] (eventos complementarios, capítulo 1), entonces se 

verificará que P[EA ≤ (Ea)1] =  1- P[φ ≤ φ1]. 

Como ejemplo de lo anterior, para el par de valores:  φ = 30º y  Ea = ½ γ H2 tg2(45-

30 /2) = 10,80 T/ml, sucede que: 

 [ ] [ ] [ ]P 10,80 P 30º 1 P 30ºaE φ φ≤ = ≥ = − ≤  

En el caso general y = g (x) y retomando la ecuación(2.2): ( )( )1( )Y XF y F g y−= , esta 

ahora se transforma en: 

 ( ) ( )( )11Y XF y F g y−= −  (2.14) 

En consecuencia: 

 
( )1

1( ) 1 ( ( )) ( )
g y

Y X x
d df y F g y f x
dx dy

−
−

−∞
dx⎡ ⎤⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (2.15) 
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y

Por lo tanto, para la obtención de fY(y) puede seguirse el mismo procedimiento 

establecido tomando el valor absoluto de dx/dy, pero para el cálculo de FY(y) deben 

tomarse los valores complementarios de las probabilidades, es decir: 

  (2.16) ( ) [ ] ( )P 1
y

YF y Y y f y dy
−∞

= ≤ = − ∫

En la lamina 2.6 se muestra la fdp del empuje de Rankine Ea y sus parámetros 

estadísticos asociados. Como en este caso Ea(φ) no es lineal, no valen las consideraciones 

sobre linealidad hechas para fµ(µ). Sin embargo, debido a que dφ/dEa varía poco en el 

intervalo estudiado (ver lámina 2.6), la función fEa(Ea) no se aparta mucho de la forma 

triangular. 

Nuevamente resalta la diferencia entre los coeficientes de variación de las variables 

aleatorias Ea y F como consecuencia de la diferencia entre esos mismos parámetros en  sus 

respectivas variables independientes. Así CV[Ea] =5,9% versus CV[F]= 20,3 %  

En la lámina 2.7 se muestra la función distribución  de probabilidades acumulada 

(FPA) de las variables aleatorias Ea y F y la tabla con los cálculos correspondientes. Por las 

razones antes explicadas(ecuación (2.16)), la integración de la fdp de Ea, conduce a la 

probabilidad de que Ea ≥(Ea)1 cuando lo que interesa es lo contrario. Por lo tanto, la 

probabilidad de que Ea sea menor que un valor (Ea)1 dado es: 

 ( ) ( )( )1
1

P 1 a

a

E

a a E aE E f E dE
−∞

⎡ ⎤≤ = −⎣ ⎦ ∫ a  (2.17) 

2.2.4 Probabilidad conjunta 
Si todas las fuerzas que concurren en el cálculo de la estabilidad del muro se reducen 

a las tres aquí consideradas (Ea, F y W) entonces la resistencia al deslizamiento viene dada 

por la función diferencia F - Ea, la cual es a todas luces una función aleatoria de φ y µ. 

Cuando: F– Ea ≤ 0, es decir, cuando  Ea ≥ F  el muro desliza, en caso contrario el muro es 

estable. 

Por lo tanto, una vez obtenidas las fdp de F y Ea (láminas 2.5 y 2.6)  ¿Qué puede 

decirse acerca de la estabilidad del muro? ¿Cómo puede saberse cual es la probabilidad de 

que éste falle por deslizamiento? En síntesis: ¿Cuál es el valor de: P[Ea ≥ F] ? 
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Para responder a esa pregunta no existen muchos métodos a menos que se hagan 

algunas simplificaciones, algunos de estos métodos se tratarán más adelante. Una forma 

directa (más bien pedagógica), pero laboriosa de visualizar la situación es a través del 

análisis de la probabilidad conjunta de Ea y F, más concretamente: la distribución conjunta 

de probabilidades de Ea y F : fEa,F(Ea,F) (capítulo 1). 

La tabla de la lámina 2.8 es consecuencia de los valores obtenidos en la lámina 2.7 

Como se observa, los valores en las dos filas que encabezan la tabla son los de Ea y su 

correspondiente probabilidad acumulada, FEa(Ea), tal como se calcularon  en la lámina 2.7. 

A título de ejemplo y resaltado en la tabla: P(Ea  ≤ 11) = 0,574. Lo mismo sucede, esta vez 

con relación a F, en las dos columnas de la derecha, por ejemplo P(F ≤ 11) = 0,267. Una 

pregunta interesante podría ser: ¿Cuál es la probabilidad de que simultáneamente Ea ≤ 11 y 

F ≤ 12,50?. Es decir: P[Ea ≤ 11 ∩ F ≤ 12,50] (Capítulo1). 

Si se considera que EA y F son variables aleatorias estadísticamente independientes, la 

probabilidad de que ocurran en un mismo evento es el producto de sus probabilidades 

individuales. Así: 

 [ ] [ ] [ ]P 11 12,50 P 11 P 12,50 0.805 0,267 0,153a aE F E F≤ ∩ ≤ = ≤ × ≤ = × =  

Las celdas de la tabla contienen precisamente los valores de la probabilidad de 

ocurrencia conjunta de los valores de Ea y F que figuran en la primera fila y columna de la 

tabla respectivamente. 

Por lo tanto la tabla contiene la distribución conjunta de probabilidades acumuladas 

de Ea y F34. 

Siguiendo con el razonamiento, si P[Ea ≤ 11] = 0.574 y en la columna inmediatamente 

anterior se nota que P(Ea ≤ 10,50) = 0,273 entonces P[10,50≤ Ea ≤ 11] = 0.574-0,273 

=0,301. Esta es la probabilidad de que Ea pertenezca al intervalo 10,50-11,00. Si, por 

simplicidad, se condensa el intervalo en su valor extremo, puede decirse que 

P[Ea=11,0]≈0,273. 

Esta aproximación es la que se ha usado en la lámina 2.9  construida en forma similar 

a la tabla de la lámina 2.8, pero con las probabilidades adjudicadas a los valores puntuales 
                                                 
34 En la tabla varias columnas repetitivas al comienzo y al final se han eliminado por razones de espacio. 
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de las variables (discretización). Nuevamente, si  P[Ea=11,0]≈0,301 y P([F =12,50]≈0,051, 

entonces P[EA 11 ∩ F = 12,50] = 0,301 x 0,051 ≈ 0,015, como se indica en la tabla, pues 

nuevamente se trata de variables aleatorias consideradas estadísticamente independientes. 

La lámina 2.9, por lo tanto, contiene la función de distribución conjunta de 

probabilidades de EA y F: PEaF(Ea,F) = P[Ea = (Ea)1 ∩ F = F1 ]. Como puede observarse esta 

es una función tridimensional donde, como es de esperar, la suma de las probabilidades  es 

igual a la unidad (capítulo 1). 

Si se eligen todas las combinaciones donde F ≤ Ea y se suman las probabilidades 

correspondientes se obtiene la probabilidad de falla del muro al deslizamiento35. En la 

lámina 2.9, los casos donde Ea ≥ F están resaltados en letra itálica y separados del resto 

mediante divisiones horizontales en cada columna. En la parte inferior de la tabla se 

presenta la suma por columnas de la probabilidad de falla y al final de la línea todos estos 

resultados parciales se suman. La probabilidad de una falla por deslizamiento del muro 

sería de 0,148, es decir 14,8 %. 

2.2.5 Probabilidad Condicional 
El procedimiento seguido hasta ahora es laborioso e inusual, pero permite explorar 

otras posibilidades. Supóngase que el ingeniero proyectista del muro, preocupado por la 

diferencia entre lo coeficientes de variación de φ y µ decide emprender un plan de 

investigación para mejorar su apreciación de µ. Por ejemplo, decide construir sobre un 

terreno similar al de  la de la futura fundación del muro un monolito de concreto de un 

metro de largo sesenta centímetros de ancho y veinte centímetros de largo y medir mediante 

gatos hidráulicos la fuerza necesaria para su desplazamiento. Tras una serie de ensayos 

concluye con toda certeza que el coeficiente de fricción µ no será inferior a 0,48, pero 

tampoco será superior a 0,54. Por lo tanto,  la fuerza de fricción en la base del muro, F, de 

25 toneladas de peso no será inferior a 25 x 0,48 = 12,0 T/ml, ni  tampoco será superior a 

25 x 0,54 = 13,5 T/ml. ¿Cuál será la probabilidad de falla por deslizamiento del muro bajo 

estas nuevas condiciones? De acuerdo al concepto de probabilidad condicional mencionado 

en el capítulo 1, se tiene: 

 
35 Esta suma de probabilidades es lícita porque los eventos son mutuamente excluyentes entre sí (capítulo 1). 
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 [ ] [ ]
[ ]

P 0 12 13,5
P 0 12 13,5

P 12 13,5
a

a

F E F
F E F

F
− ≤ ∩ ≤ ≤

− ≤ ≤ ≤ =
≤ ≤

|  (2.18) 

 
Analizando la lámina 2.9: 

 [ ]
( )

( )
,

12 13,5

,
12 13,5

,
P 0 12 13,5

a

j

a

j

E F a j
f

a
E F j

F

f E F
F E F

f F
≤ ≤

≤ ≤

− ≤ ≤ ≤ =
∑

∑
|  (2.19) 

 
En la tabla de la lámina 2.10 se muestran las celdas involucradas en la expresión 

anterior, la suma de las celdas de sombreado más oscuro forma el numerador mientras que 

la suma de todas las celdas sombreadas forma el denominador. 

La probabilidad de falla es entonces: 

[ ] 0,006 0,002 0,003 0,011P 0 12 13,5 2,2%
0,046 0,051 0,056 0,062 0,215aF E F + +

− ≤ ≤ ≤ = = =
+ + +

|  

Como característica de toda distribución conjunta de probabilidades es conveniente 

observar que la suma de las celdas de cualquier fila o columna es igual a la probabilidad 

particular del valor que encabeza dicha fila o columna. Así la suma en la fila 

correspondiente a F = 12 T/ml es igual a 0,046 que es el valor de P[F =12]. La pequeña 

discrepancia observada en algunos valores de la tabla se debe a problemas de redondeo. 

Este tipo de probabilidades, ya nombradas en el capítulo 1, en distribuciones conjuntas se 

denomina probabilidad marginal y se expresaría en este caso como (Benjamin y Cornell, 

1970, Pg 86) 

 ( )
( )

( )( ) [ ]1,
  

, P
a i

a i

aF E i
Todas las E

p F E F= =∑ 1F  (2.20) 

 
Como se observa, tablas como las láminas 2.8 y 2.9 de distribuciones conjuntas 

pueden suministrar importante información si se manejan adecuadamente. 
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2.2.6 Cálculo de la pdf y PDA de la función F- Ea

Independientemente de los modelos  que se supongan  para la distribución de dos 

variables aleatorias X e Y puede demostrarse que (Novak y Collins, 2000): 

 [ ] [ ] [ ]E E EX Y X Y± = ±  (2.21) 

Además, si X e Y son variables estadísticamente  independientes36: 

 [ ] [ ] [ ]Var Var VarX Y X Y± = +  (2.22) 

En el caso de la diferencia F-Ea, la condición de independencia hasta ahora supuesta 

puede ser objetable en ciertos casos y ello se discutirá suficientemente más adelante. Por 

ahora, se aceptará la independencia con el fin de mantener este caso en sus términos más 

simples. En consecuencia, y retomando la distribución inicial adoptada para µ: (0,3 ≤ µ 

≤0,8), se tiene: 

 
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
E E E 14,167 10,848 3,319 T/ml

Var Var Var 8, 29 0, 404 8,69
a a

a a

F E F E

F E F E

− = − = − =

− = + = + =
 

Por lo tanto: 

 [ ] 8,69 2,65aF Eσ − = =  

y: 

 [ ] 2,948CV 0,888 88,8%
3,319aF E− = = =  

Como se deduce de todos los resultados anteriores la probabilidad de falla del muro es 

elevada (inadmisible37): 14,8 % (esto quiere decir que si se construyeran un número 

significativo de muros en iguales condiciones a las aquí descritas, en promedio, uno de cada 

siete fallaría por deslizamiento) y además la confiabilidad de los resultados es bastante 

precaria dado un coeficiente de variación en la función indicativa de la estabilidad (F-Ea) de 

89%. No puede pasar desapercibido el hecho de que el elevado valor del coeficiente de 

                                                 
36 Estos son casos particulares del caso general de funciones lineales de varias variables aleatorias. Este caso 
general se discutirá en el próximo capítulo. 
37 La razón de ello es que, hasta ahora, se está trabajando sin factor de seguridad. En es proximo capítulo se 
tratará este aspecto desde el punto de vista probbilista. 
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variación es en gran parte consecuencia de la incertidumbre en la estimación inicial del 

valor del coeficiente de fricción µ.  

Excepto en los casos de suma de funciones normales gausianas, no existen métodos 

expeditos que permitan conocer más allá del valor esperado y la  varianza de una función 

suma de variables aleatorias. Sin embargo, en la mayoría de los casos,  el valor esperado y 

la varianza son suficientes para tener importantes conclusiones respecto al comportamiento 

de la variable dependiente. 

Sin embargo en este caso se podrá avanzar hasta el final porque se han convertido en 

variables discretas las variables continuas establecidas al comienzo (lámina 2.9). 

En efecto, en dicha lámina puede hallarse la suma de todas las probabilidades para las 

cuales la diferencia F-Ea es un valor constante. Los valores en la  lámina que corresponden 

a diferencias de F-Ea constantes se alinean según las diagonales de la tabla, así la 

probabilidad de F-Ea = 0 es la suma de: 0,002+0,006+0,010+0,009+0,006+0,003 = 0,036 

(3,6 %). De esta manera se construyó la tabla de la lámina 2.11 de la función de 

distribución de probabilidades de F-Ea, cuya gráfica de barras se muestra en la misma 

lamina. Por tratarse de una función discreta, la suma de todas las ordenadas debe ser igual a 

la unidad. Si se acumulan las probabilidades (última columna de la tabla) se obtiene la 

Función de Probabilidades acumulada (FPA) también mostrada en la lámina. Se observa 

que está última corta al eje de las ordenadas en el valor 0,149 que es el valor acumulado de 

la probabilidad P(F-Ea ≤ 0) o probabilidad de falla. 

Por tratarse de una función discreta proveniente de la aproximación de variables 

continuas los resultados son aproximados así E[F-Ea] = 3,26 y Var[F-Ea] = 7,07, en lugar de 

los antes calculados: 3,32 y 8,69 respectivamente. 

 Un aspecto interesante de la fdp de F-Ea es que a pesar de ser la suma algebraica de 

sólo dos variables aleatorias, ya comienza a “acampanarse” mostrándose consistente con 

una de las interpretaciones del “Teorema de Valor Central”. Según Nowak y Collins,2000: 

“Si Y es la suma de n variables aleatorias Xi (i = 1,2,...n) y tales variables son 

estadísticamente independientes, el “Teorema del Valor Central” establece que a medida 

que n→ ∞  la suma de esas variables aleatorias se aproxima a la distribución normal, si 

ninguna de las variables domina en la suma”. En este ejemplo el proceso indudablemente se 

 90



91



Capítulo 2  Transformaciones de una sola variable aleatoria 

 
acelera por la similitud geométrica entre la campana de Gauss y las distribuciones 

triangulares y quasi-triangulares involucradas.  

Si, con el fin de agilizar el problema,  se utiliza la hipótesis simplificadora, de  que la 

función F-Ea posee una distribución normal, evitando así el tedio de tener que calcular 

todos los valores de las láminas 2.7 y 2.8, entonces la probabilidad de falla podría 

calcularse rápidamente suponiendo F-Ea ≈ N(3,32 ; 2,95)38 y utilizando utilizando las tablas 

de la función normal, presentes en cualquier texto de estadística o cualquier logicial de esta 

disciplina (Berk y Carey 2000)  que nos dé los valores de la distribución normal 

directamente, se obtiene que P(F-Ea ≤ 0 ) =13 % valor que resulta cercano al de 14,8 antes 

calculado. Este valor corresponde al de la ordenada en el origen de la distribución normal 

acumulada, en forma similar al de la FDA mostrada en la lamina 2.11. 

En la lámina 2.12 se muestra la comparación de los resultados antes obtenidos para 

las funciones de probabilidades de F-Ea (lámina 2.11) con los obtenidos suponiendo una 

distribución normal para  F- Ea. 

2.2.7 Independencia de los valores de Ea y F 
Para todo lo anterior, se ha supuesto que las variables aleatorias Ea y F son 

estadísticamente independientes. Como se desprende de la lámina 2.9, ello quiere decir que  

cualquier valor de F, puede coexistir con cualquier valor de Ea con una probabilidad igual 

al producto de sus probabilidades particulares. Esta misma coexistencia tiene que ser válida 

para los valores de las variables independientes φ y µ. El uso del concepto de 

independencia permitió que en la lámina 2.9 se pudieran combinar  valores elevados de F 

con valores bajos de Ea  y viceversa sin ninguna corrección adicional a la del producto de 

sus probabilidades. Por ejemplo, en la tabla 2.9: 

 [ ]10 18 0,068 0,036 0,002aP E F≤ ∩ ≤ = × =  

Sin embargo, cuando se construye un muro, normalmente el relleno proviene de muy 

cerca. En consecuencia, relleno y fundación pueden tener  un mismo origen geológico. Esto 

no quiere decir que tengan las mismas propiedades, porque el relleno es un material 

triturado, transportado y colocado, mientras que fundación es un material que permanece en 

                                                 
38 Distribución normal con valor esperado: 3,32 y desviación estándar:2,95. 
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X

sitio con sus propiedades intactas. Pero si el material del sitio es un esquisto duro, el valor 

de µ será alto y el valor de φ también tenderá  a ser alto si el relleno proviene de la misma 

formación. Si el esquisto es blando ocurrirá lo contrario. Es decir, puede no existir 

independencia entre φ y µ. Si no existe independencia debe haber una correlación (buena o 

mala) entre ambos valores. Esta correlación sería negativa porque cuando la fuerza F es 

elevada Ea tendría que ser baja debido a que ambos, φ y µ, son altos, o viceversa. Por lo 

tanto, en caso de no haber independencia entre esas  variables el método utilizado no es del 

todo exacto. Por otra parte, el aceptar dependencia estadística entre las variables puede 

conducir a situaciones difíciles de manejar tanto en el aspecto matemático como en el 

experimental. Muchas veces es necesario suponer independencia entre las variables aunque 

ello no sea del todo cierto para mantener el problema dentro de límites manejables 

(Whitman, 1984).  

A continuación, se analiza cualitativamente el efecto de la dependencia: 

En general, para una función suma de n variables aleatorias: 

Y= A0+A1X1+A2X2+...+AnXn

cuando estas variables  no son estadísticamente independientes, la desviación estándar de la 

variable Y viene dada por (Benjamin y Cornell 1970)39: 

 [ ] [ ]2

1 1

n n

i j i j i j
i j

Y A A X X Xσ σ σ ρ
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∑  (2.23) 

Si se trata de variables estadísticamente independientes el coeficiente de correlación 

es nulo en todos los casos y la ecuación anterior se transforma en: 

  (2.24) [ ] [ ]2 2

1

n

i
i

Yσ σ
=

= ∑ X

La cual para el caso de dos variables conduce directamente a la ecuación (2.22). En el 

caso de dos variables y coeficiente de correlación no nulo (2.23) se transforma en: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 12Y A X A X A A X X X Xσ σ σ σ σ ρ= + + 2

                                                

 (2.25) 

 
39 En la cuarta parte de este trabajo se tratará este aspecto más en detalle 
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A partir de la ecuación anterior se puede deducir como influiría en la dispersión de Y 

el hecho de que las variables X1 y X2 sean o no estadísticamente independientes. 

Si la correlación es positiva, es decir ρ[X1,X2] > 0 y el tercer término de la ecuación 

anterior se añade a los dos anteriores, en consecuencia, la dispersión es mayor que si ambas 

variables fuesen independientes. Ello proviene de que al haber una correlación positiva es 

más probable que los valores altos de X1 coincidan con los valores altos de X2 y los valores 

bajos de X1 coincidan con los bajos de X2 con más frecuencia que el que los valores altos o 

bajos de X1 coincidan con los valores medios de X2 y viceversa. Esto hace que los 

sumandos parciales (X1+X2) tiendan  a agruparse  más frecuentemente hacia  los extremos, 

es decir alejados del valor esperado y en consecuencia la dispersión de los valores de Y es 

mayor que si X1 y X2 fuesen independientes. 

Si la correlación es negativa, ρ[X1,X2]< 0, entonces los valores altos de X1 tienden a 

asociarse más frecuentemente con los valores bajos de X2 y viceversa, lo cual hace que las 

sumas individuales se acerquen al promedio o valor esperado y la dispersión de Y sea 

menor que si X1 y X2 fuesen variables independientes. 

En el caso de la variable F-Ea la correlación, en caso de existir, sería negativa por lo 

antes explicado. En este caso, la aplicación de la ecuación (2.25) presenta la cancelación de 

dos efectos opuestos. Así: 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]2 22 2 21 1 2 1 1a a ,a aF E F E F Eσ σ σ σ σ− = + ⋅ + − + + ⋅ − F Eρ (2.26) 

Es decir, debido a que el término equivalente a A2 es negativo la dispersión parece 

reducirse, pero dado que ρ[F, Ea] es también negativo, el tercer término, si no es nulo (ρ[F, 

Ea] ≠ 0), debe sumarse a los dos anteriores. En consecuencia, la dispersión o desviación 

estándar de la variable F-Ea es mayor si existe dependencia entre F y Ea que en el caso 

contrario y por lo tanto, la desviación estándar real  de F-Ea sería mayor que el valor de 

2,65 obtenido anteriormente cuando se supuso  independencia estadística. 
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 C a p í t u l o  3  

C o n f i a b i l i d a d  

3 . 1 I n t r o d u c c i ó n  
En el capítulo anterior se analizó el caso del efecto de la incertidumbre de un 

resultado dada la incertidumbre de las variables que intervienen en su cálculo. En este 

capítulo se analizará el significado de esos efectos. Más específicamente: ¿Cómo debe 

interpretarse el coeficiente de variación? ¿Qué significa que el coeficiente de variación de 

la variable F-Ea del capítulo anterior sea de 89 %? 

Para ello se hará uso de los conceptos de factor de seguridad e índice de confiabilidad 

aplicados a  dos ejemplos: el primero de ellos se refiere al muro tratado en el capítulo 

anterior y el segundo al cálculo probabilista de la capacidad última de una fundación 

superficial cuadrada sobre arena densa. El concepto de factor de seguridad es de uso 

tradicional en el método determinista usual de la geotecnia, mientras que el índice de 

confiabilidad fue introducido en 1974 por Hasofer y Lind (1974) como una medida de la 

confiabilidad de un sistema estructural 

3 . 2  F a c t o r  d e  s e g u r i d a d  
En el método determinista, el parámetro que expresa la condición de riesgo o 

seguridad de una estructura es el denominado factor de seguridad (FS). En su acepción más 

general, el factor de seguridad se define como el cociente de la resistencia de una estructura 

o de un elemento estructural a un conjunto de fuerzas o efectos (momentos, esfuerzos, etc.) 

dividido por el valor calculado o medido de esas fuerzas o efectos para una  determinada 

condición de estabilidad (deslizamiento, volcamiento, hundimiento etc.) 

 ResistenciaFactor de Seguridad =
Fuerzas Actuantes

 (3.1) 

Whitman (1984) presenta una definición precisa de factor de seguridad: es la 

relación entre el valor permisible de una cantidad (capacidad) y el valor calculado o medido 

de esa cantidad (demanda). 
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Particularmente, en los cálculos de estabilidad de taludes, el factor de seguridad 

responde al mismo concepto, pero se expresa como el cociente de  la resistencia al corte 

promedio dividida entre el esfuerzo cortante promedio a lo largo de la superficie de 

deslizamiento considerada. Expresado en función de esfuerzos efectivos, el factor de 

seguridad viene dado por: 

 ( )' ' tg 'csFS
σ φ

τ τ
+ ×

= =  (3.2)  

Donde s es resistencia al corte, c’ es la cohesión efectiva, φ’ el ángulo efectivo de 

fricción interna y τ es el esfuerzo de corte actuante. 

En ambas expresiones del factor de seguridad, (3.1) y (3.2), éste puede interpretarse 

como aquella fracción de la capacidad que es necesario movilizar para contrarrestar 

exactamente las fuerzas o esfuerzos actuantes. A dicha fracción, en el caso de taludes, 

algunos autores (Janbu,1972; Abramson y coautores,1996; Graham,1984) la denominan 

resistencia al corte movilizada (o requerida) y se obtiene transformando la ecuación (3.2) de 

la siguiente forma: 

 ( ) ( )'tg '' ' 'm
s c c

FS FS FS
φ 'tg mτ σ σ= = + × = + × φ  (3.3) 

Donde c’m = cohesión efectiva movilizada y φ’m ángulo efectivo de fricción interna 

movilizado. 

Aunque la interpretación  de la resistencia al corte movilizada es antigua, ciertos 

autores (Dawson y coautores, 2000; Lechman y Griffiths, 2000) recientemente la han 

utilizado con el método de elementos finitos mediante  el procedimiento de ir reduciendo en 

etapas  los parámetros de resistencia al corte hasta obtener una superficie continua de 

fluencia plástica en el interior del talud. El cociente entre la resistencia al corte nominal y la 

vigente en ese momento es el factor de seguridad del talud. Este método tendría, entre otras, 

las siguientes ventajas (Lechman y Griffiths, 2000): 

a) No necesita ni la definición geométrica ni el análisis de las muchas 

superficies de falla empleadas en los cálculos, porque la superficie de falla 

aparece de forma natural durante el desarrollo del problema. 
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b) Como no es necesario  dividir la masa potencial de deslizamiento en las 

habituales tajadas o dovelas comunes a todos los métodos, tampoco son 

necesarias las suposiciones acerca de la orientación de las fuerzas entre 

ellas. 

 Estas suposiciones respecto a la orientación de las fuerzas, como se sabe, establecen 

las principales diferencias entre muchos de los  métodos para el cálculo de estabilidad de 

taludes. 

De la definición de factor de seguridad se desprende que si éste es igual o menor que 

la unidad la estructura colapsa. En el caso del muro del capítulo anterior, el factor de 

seguridad al deslizamiento sería el cociente FS= F / Ea. En muros, tradicionalmente  se ha 

exigido F.S = 1,5, como factor de seguridad al deslizamiento, es decir, la capacidad de 

resistir el  deslizamiento debe ser 50% mayor que la fuerza que tiende a hacer que el muro 

deslice (normalmente el empuje del relleno tras el muro).  

Con el factor de seguridad se intenta cubrir la incertidumbre en la estimación de la 

capacidad de  una estructura, pero también, y con igual importancia, se intenta mantener en 

niveles tolerables los desplazamientos y las deformaciones de la estructura los cuales se 

tornan  excesivos cuando el factor de seguridad se aproxima a la unidad. Por lo tanto, 

aunque el calculista conociera  con absoluta  certeza la capacidad y demanda en  una 

estructura, todavía se requeriría del  uso de algún  factor similar al de seguridad para 

mantener desplazamientos y deformaciones dentro de valores estética y operativamente 

razonables. En cierto tipo de problemas, por ejemplo la capacidad portante de fundaciones, 

el factor de seguridad a la falla y los asentamientos bajo distintas cargas de trabajo pueden 

calcularse separadamente y al final compararse con  fin de seleccionar una carga de trabajo 

que cumpla con ambos  requerimientos: suficiente capacidad del terreno de fundación y 

asentamientos tolerables por la estructura, pero en el caso de estabilidad de taludes, 

estructuras de retención, etc., las deformaciones son difíciles de calcular con precisión y por 

lo tanto el factor de seguridad debe cubrir ambos aspectos: falla y deformaciones. 

Una limitación del  factor de seguridad  radica en el hecho de no tener  en cuenta 

la certeza  con la que se calculó la capacidad y la demanda, ni la calidad del método de 

cálculo ( Whitman,1984; Low y coautores, 1998; Ashford y coautores, 1992). 
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Es comprensible que el ingeniero utilice factores de seguridad mayores cuanto 

más inseguro está de los valores de las variables presentes en sus cálculos, pero no tiene 

otro camino que hacerlo en una forma intuitiva. En el caso del muro tratado en el capítulo 

anterior oportunamente se destacó el hecho de que la incertidumbre en la fuerza de fricción, 

F, era cuatro veces superior a la del empuje, Ea, por lo tanto, el que ambos valores 

intervengan en un mismo cálculo no parece muy sensato. En el método determinista, este 

hecho no se toma en cuenta y, en consecuencia, no tiene cabida en los cálculos. Para el 

cálculo determinista del muro tratado, el  ingeniero habría hecho su mejor estimación de la 

fuerzas de fricción y empuje del terreno y habría obtenido el factor de seguridad al 

deslizamiento de acuerdo a la expresión (3.1). En un sentido estricto, para este  muro el 

factor de seguridad debería calcularse como F.S.= E[F] / E[Ea]= 14,17 / 10,85 = 1,31, el 

cual40 resulta  inferior al valor de 1,50 normalmente requerido. 

Acto seguido, el ingeniero habría decidido aumentar las dimensiones del muro a fin 

de aumentar el peso y por ende la fricción en la base del muro. Con el fin de obtener un 

factor de seguridad de 1,50, la fricción muro terreno por unidad de longitud debería ser de: 

 t1,50 10,85 16,28
ml

aF FS E

F

= ×

= × =
 

Aceptando que el coeficiente de fricción µ será el valor esperado de la distribución 

triangular supuesta en el capítulo anterior: µ =  0,567 (ver lámina 2.3), el peso del muro 

para FS = 1,50 viene dado por: 

 

 16,28 t28,7 29,0
0,567 ml

FW
µ

= = = ≈  

Tras modificar la geometría del muro para alcanzar este peso, se daría por 

terminado el diseño según el método determinista. 

                                                 
40 En el cálculo probabilista el factor de seguridad calculado a partir de los valores esperados se denomina: 
factor de seguridad central (Harr, 1987). 
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Es interesante revisar cómo cambia la situación probabilista del muro con los 

cambios en el diseño. Ello puede hacerse utilizando el índice de confiabilidad,  β,  tal como 

se discute el próximo aparte. 

3 . 3  Í n d i c e  d e  C o n f i a b i l i d a d  

3.3.1 Definición 
El índice de confiabilidad, β, es la contraparte del factor de seguridad en el análisis 

probabilista y se define por la expresión (Hasofer y Lind, 1974): 

 [ ]
[ ]

E
β

σ
−

=
−

R Q
R Q

 (3.4) 

Donde: R = Resistencia o capacidad de una estructura a un cierto efecto o carga  y 

Q = efecto o carga sobre la estructura. El índice de confiabilidad muestra la diferencia 

entre la resistencia  y la carga, o sus efectos, utilizando a la desviación estándar de tal 

diferencia como unidad de medida. También puede interpretarse como el inverso del 

coeficiente de variación de la variable aleatoria (R - Q). 

Visto que la variable R-Q es la suma algebraica  de dos variables aleatorias, el 

índice de confiabilidad puede expresarse de acuerdo a lo tratado en el capítulo anterior 

(ecuación (2.24)) como: 

 [ ] [ ]
[ ] [ ]2 2

E E
β

σ σ

−
=

+

R Q

R Q
 (3.5) 

La ecuación anterior es válida cualquiera que sea la distribución  de probabilidades 

de R y Q y siempre que se trate de variables estadísticamente independientes. Sin embargo, 

es obvio que los parámetros (E y σ) que intervienen en esta ecuación dependen del modelo 

probabilista adoptado y, en consecuencia, β también. 
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En el caso del muro del capítulo anterior, las fuerzas R y Q se reducen a F y Ea 

respectivamente41. 

En la lámina Nº 3.1 se muestran las distribuciones de probabilidades de la variable 

aleatoria F – Ea para los cuatro casos tratados a lo largo del ejemplo del muro en  capítulo 

anterior. Estos casos se resumen a continuación. Todas las distribuciones se han supuesto 

distribuciones normales o gausianas vista la aceptable aproximación a esta distribución  

obtenida en el capítulo anterior a partir de  las distribuciones triangulares inicialmente 

adoptadas: 

El caso Nº 1 corresponde al planteamiento inicial del muro, con un peso de 25 T/ml 

y gran dispersión en los valores del coeficiente de fricción. El factor de seguridad para este 

caso ya  se calculó y resultó de 1,31 

El caso Nº 2 corresponde al incremento del peso del muro a 29 T/ml a fin de lograr 

un factor de seguridad de 1,50. Todos los restantes valores son iguales a los del caso Nº 1. 

El incremento del peso incrementa el valor esperado de la variable F-Ea debido al aumento 

de F, pero también incrementa42  el valor de σ[F] que pasa de 2,83 a 3,28. La distribución 

de F-Ea es parecida a la del caso Nº 1 sólo que se traslada hacia la derecha como 

consecuencia del aumento de E[F-R] y se torna un poco más dispersa (achatada43) por el 

aumento de σ[F]. El efecto neto sobre el índice de confiabilidad, β, es un aumento de 1,14 

(caso Nº 1) a 1,62 (caso Nº 2) y la probabilidad de falla (P.F.) disminuye de 12,6 % a 

5,22% . 

El Caso Nº 3  corresponde al caso tratado en el capítulo anterior (aparte 2.2.6) en el 

cual el ingeniero a cargo del diseño decide mejorar su conocimiento del coeficiente de 

fricción muro terreno mediante investigaciones en sitio. Tras esta investigación, la 

desviación estándar de la variable F se logró reducir de 2,83 a 0,02 y la probabilidad de 

                                                 
41 En el caso general de un muro de gravedad Q incluiría también el empuje debido a sobrecargas, sismos etc. 
y R incluiría la resistencia debida al empuje pasivo al frente del muro, el aumento en la fricción base de 
muro-terreno debido a la componente vertical del empuje del terreno etc. 
42 Recuérdese que σ[F] = W x  σ[µ] por tratarse de la función lineal F = W x µ . Por lo tanto al aumentar W 
aumenta la dispersión en la distribución de probabilidades de F. 
43 En estadística ese achatamiento se mide a través del cuarto momento de la función distribución de 
probabilidades respecto al valor esperado y se denomina curtosis. El promedio (valor esperado), es el primer 
momento, la varianza el segundo, el sesgo el tercero y la curtosis el cuarto. 
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falla disminuyó de 12,6 % en el caso Nº 1 a 0,15 %. Como es de esperar, hay un aumento 

del índice de confiabilidad a 2,97. Sin embargo, es conveniente observar que este caso es el 

que presenta el menor valor esperado de la variable F-Ea porque la investigación en sitio 

demostró que el valor esperado del coeficiente de fricción E[µ] = 0,52 era menor que el 

supuesto originalmente (0,567, véase capítulo anterior). Por esta misma razón, el factor de 

seguridad es el menor de todos los casos e igual a 1,18. 

El caso Nº 4 es el mismo caso Nº 3 con la diferencia de que se decide aumentar el 

peso del muro a 31,30 T/ml a fin de lograr un factor de seguridad44 de 1,50. En este caso β 

aumenta a 8,47 y la probabilidad de falla desaparece a efectos prácticos. Sin embargo, la 

función distribución de probabilidades es la misma de caso Nº 3 con la diferencia que se ha 

corrido a la derecha como consecuencia del aumento en el valor esperado E[F-Ea]45. 

El estudio de los casos anteriores hace evidente la relación, o más bien la falta de 

ella, entre el factor de seguridad, el índice de confiabilidad y la probabilidad de falla. Por 

ejemplo: el caso Nº 2 tiene el mismo factor de seguridad que el caso Nº 4: 1,50; sin 

embargo, el caso Nº 4 tiene una probabilidad de falla prácticamente nula mientras que en el 

caso Nº 2 la probabilidad de falla es de 5,22%, considerada una probabilidad de falla muy 

alta. Por su parte, el índice de confiabilidad del caso Nº 4 es 5,23 veces mayor que el del 

caso Nº 2 (8,47 / 1,62). 

La comparación entre los casos Nº 2 y Nº 3 indica que  el factor de seguridad del 

caso Nº 3 (1,18) es inferior al del caso Nº 2 (1,50), pero la probabilidad de falla de aquél es  

34,8 veces menor que la de este último (5,22 x 10-2 / 1,50 x 10-3). 

El análisis de estos  cuatro casos parece poner de manifiesto que ninguno de los dos 

parámetros FS y β por si solo es suficiente para determinar la seguridad de una estructura. 

Es necesario el conocimiento de ambos porque el primero se ocupa de la relación entre 

capacidad y demanda a la vez que mantiene tolerables las deformaciones, mientras el 

segundo se interesa más en la precisión con que esos factores fueron calculados. Así por 

                                                 
44 Nuevamente, la disminución en el valor esperado de m en el caso Nº 3 respecto a los  casos  Nº 1 y Nº 2 de 
0,567 a 0,52 obliga a que el peso del muro sea mayor en el caso Nº 3 (31,30 T/ml) que en el caso Nº 2 (29 
T/ml) para lograr el mismo factor de seguridad de 1,50. 
45 En este caso al igual que en el caso Nº1 hay un ligero aumento en la desviación estándar de F de 0,02 a 
0,025 como consecuencia del aumento en el peso del muro. Sin embargo este aumento no tiene incidencia en 
los resultados finales.  
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ejemplo, el caso Nº 2 es uno de los dos casos con el factor de seguridad más alto, pero es el 

segundo con la probabilidad de falla más alta, mientras que el caso Nº 3 posee el menor 

factor de seguridad y una de las probabilidades de falla más bajas de los casos estudiados. 

En cierto modo podría decirse que el índice de confiabilidad define el grado de confianza 

que un determinado factor de seguridad merece.  

Podría pensarse, con razón, que el conocimiento de la probabilidad de falla es más 

importante que el conocimiento del índice de confiabilidad y que por lo tanto cálculo de del 

índice de confiabilidad es innecesario o redundante. Es cierto que el concepto de 

probabilidad de falla es mucho más explícito que el de índice de confiabilidad, lo que 

sucede es que para calcular la probabilidad de falla es necesario el conocimiento preciso de 

la distribución de probabilidades de R-Q y ello no siempre es posible en cálculos de cierta 

complejidad a menos que se hagan hipótesis simplificadoras tales como que la distribución 

es gausiana. Así  se hizo en los cálculos anteriores y puede ser una hipótesis aproximada o 

no46. Para el cálculo del índice de confiabilidad sólo son necesarios valores esperados y 

desviaciones estándar, los cuales son más fáciles de obtener sin tener que conocer la 

distribución de probabilidades de las variables.  

3.3.2 Interpretación geométrica del índice de confiabilidad. 
Si se analiza la tabla de la lámina 2.9 del capítulo anterior donde se presenta la 

distribución de probabilidades conjunta de F y Ea se observará, como se indicó en su 

momento, que se trata de una función tridimensional que podría representarse en el plano 

horizontal por las variables F y Ea, y en el eje vertical por los valores de la distribución 

conjunta. La diagonal que separa los casos donde de F ≤ Ea de aquellos donde sucede lo 

contrario, es una línea a 45º en el plano horizontal. En la lámina 2.9, las celdas subrayadas 

con doble línea serían los valores correspondientes a esta diagonal que suele denominarse 

función de estado límite. El plano vertical cuya traza con el plano horizontal  es la línea de 

estado límite separa los volúmenes correspondientes de  la función tridimensional de los 

casos de falla de aquellos donde la estructura es estable. 

 
46 Si β < 2,5 y las desviaciones estándar involucradas no son altas, la relación entre β y la probabilidad de 
falla no es muy sensible a la distribución de probabilidades (Whitman, 1984) pudiendo usarse la relación entre 
β y la probabilidad de falla a través de la distribución gausiana 
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En Figura A de la lámina Nº 3.2 se esquematiza esta situación. Si se vuelve al caso 

de las distribuciones triangulares para F y Ea mostradas en las láminas 2.5 y 2.6 del 

capítulo anterior, es de esperar que la distribución de probabilidades conjunta de F y Ea 

tenga una forma similar a la mostrada en la figura nombrada. Allí la función tridimensional 

se esquematiza mediante curvas de nivel. En dicha figura también se muestra la función de 

estado límite como la traza del plano vertical que separa los volúmenes probabilistas de 

estabilidad e inestabilidad del muro. 

Para la interpretación geométrica del índice de confiabilidad es necesario introducir 

el concepto de variables reducidas, lo cual se hará a continuación. 

Es común que en cálculos estadísticos la distribución de variables aleatorias se 

normalice a funciones unitarias adimensionales de valor esperado cero y desviación 

estándar igual a la unidad. Una de las principales razones para la normalización es que los 

valores unitarios de cualquier tipo de distribución pueden ser tabulados y utilizados 

universalmente tras una simple conversión lineal. En todos los textos de estadística es 

común encontrar tablas correspondientes a los valores normalizados de las distribuciones 

de probabilidades más comunes. 

Si fX(x) es una función de distribución de probabilidades de valor esperado E[X] y 

desviación estándar σ[X] entonces la variable reducida  o normalizada, ZX, viene dada por:  

 [ ]
[ ]X

X E X
Z

Xσ
−

=  (3.6) 

La función de distribución de probabilidades correspondiente: ΦZx(zx), puede 

calcularse mediante transformación descrita en el capítulo anterior: 

 ( ) ( )Y X
dxf y f
dy

= x  

En este caso la función ZX(X) es lineal y dx / dZX = σ(X), por lo tanto: 

 [ ] ( )
Xz X f xσΦ = ⋅ X  (3.7) 

También, de acuerdo a las ecuaciones del capítulo anterior, para transformaciones 

lineales: 
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[ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]( )

( )2

0

1Var Var 1,0

X

X

E X E X
E Z

X

Z X
X

σ

σ

−
= =

= ⋅ =

 (3.8) 

En la figura B de la lámina 3.2 se muestra un esquema de la transformación de las 

variables F y Ea a sus correspondientes variables reducidas ZF y ZEa, al igual que la función 

de estado límite en este nuevo sistema de coordenadas reducidas. Esta función sigue siendo 

una recta, pero ya no es la no es la recta simple F - Ea = 0 (45º). En el plano de variables 

reducidas: ZF ; ZR, la ecuación de la función de estado límite viene dada por la ecuación: 

 [ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

a
F R

aE E F E E
Z Z

F F
σ
σ σ

−
= −  (3.9) 

A partir de la ecuación  (3.5) puede demostrarse que el índice de confiabilidad β es 

la menor distancia (perpendicular) del origen del sistema de coordenadas reducidas a la 

recta función de estado límite. Esta distancia se muestra en la figura B de la lámina 3.2. 

En la lámina 3.3 se muestran las cuatro rectas de estado límite correspondientes a 

los cuatro casos antes discutidos para el muro de contención. 

3.3.3 Factores que afectan el índice de confiabilidad 
A partir de la definición de β, ecuación(3.5) 

 [ ] [ ]
[ ] [ ]2 2

E E
β

σ σ

−
=

+

R Q

R Q
 

Se infiere que β aumenta si: 

a) E[R] aumenta 

b) E[Q] disminuye 

c) σ[R] y/o σ[Q] disminuyen 
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El aumento de R casi siempre está asociado a un aumento en el costo de la obra: 

muros más masivos, fundaciones más grandes, taludes menos inclinados, anclajes más 

resistentes etc. La demanda, Q, generalmente está impuesta por causas naturales (empujes, 

pesos, cargas sísmicas etc.) o tipificada en códigos o normas y, por lo tanto, es difícil de 

modificar. Por su parte, respecto a la situación c): disminuir  σ[R] y σ[Q], esto 

normalmente puede hacerse mediante una investigación más exhaustiva  de las variables 

involucradas. Normalmente implica un mayor número de ensayos y mejor investigación, 

pero casi siempre esto resulta  más económico que el aumento en el costo de la obra a que 

conlleva la situación A), pues el ingeniero es propenso instintivamente a ser conservador y 

a utilizar los valores de diseño más bajos cuando no está seguro de ellos o cuando observa 

mucha dispersión47. 

Cuando se exige un índice de confiabilidad dado, las situaciones a) y c) anteriores 

son casi siempre  las más fáciles de intervenir y el modificar la situación c) normalmente 

resulta  lo más económico. 

Respecto a este último punto debe tenerse en cuenta dos cosas: en primer lugar, una 

investigación más completa de las variables no necesariamente conduce a un ahorro, pero, 

en las oportunidades en que no lo haga, conducirá a un proyecto más seguro. En segundo 

lugar, los valores de σ[R] y σ[Q] deben mantenerse cercanos: nada se gana disminuyendo 

drásticamente uno respecto al otro, porque el más alto será el que domine la ecuación (3.5). 

Por ejemplo, si  σ[R]= 4,00 y  σ[Q]= 2,00, disminuir σ[Q] en una unidad hará variar el 

denominador de β en 8 % mientras que la misma variación  en σ[R] disminuirá el 

denominador en 19 %. Un ejemplo claro del dominio de la variable con mayor dispersión 

es el cuarto caso de los antes tratados para el muro de contención (lámina 3.1) allí la 

desviación estándar de la fuerza de fricción, F, aumentó 25 % respecto al tercer caso. Sin 

embargo, tal aumento no incidió en los cálculos porque la dispersión dominante era la de la 

variable Ea (σ[Ea]= 0,64 vs. σ[F]= 0,025) .     
 

47 Whitman (1984) comenta la situación de muchas obras aparentemente propensas a la falla por sus bajos 
factores de seguridad y bajos índices de confiabilidad que en realidad no lo están debido a lo conservador en 
la elección de los parámetros de cálculo. 
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3 . 4 C a s o  d e  u n a  f u n d a c i ó n  d i r e c t a .  

3.4.1Conceptos Generales 
Al  principio del capítulo anterior  se planteó como ejemplo de una función 

geotécnica de una variable el caso del factor de capacidad portante Nq de Terzaghi. 

El cálculo de la distribución de probabilidades de Nq se dejó pendiente en aquel 

capítulo para comenzar por funciones más simples tales como el empuje activo de Rankine 

o la fricción en  la base de un muro. Conocida ya la metodología, se procederá a estudiar el  

caso, algo más complejo numéricamente, de la capacidad última de una fundación directa 

por métodos de probabilidades.. 

Sobre la base de la teoría de plasticidad y adaptando la teoría de Prandl de 1920, 

concerniente  a  la penetración de un metal en otro, Terzaghi desarrolló la ecuación teórica 

para el cálculo de la capacidad última del terreno bajo una fundación infinitamente larga y 

de ancho finito. El problema es por lo tanto  bidimensional y el resultado es bien conocido 

en el campo de la mecánica de suelos. En  su forma original, se  expresó como: 

 1
2suq BN d N cγγ γ= + +q cN  (3.10) 

Donde qsu es la presión unitaria última, conocida también como capacidad última, y 

es la presión que debe aplicarse al terreno para ocasionar su fluencia lateral por corte según 

un mecanismo de cuñas pasivas y radiales (Terzaghi, 1943); γ es el peso unitario del 

terreno, B es el ancho de la tira infinita de fundación,  d es la profundidad de asiento de la 

fundación y c es la cohesión del terreno. Nγ, Nq y Nc, son los denominados factores de 

capacidad portante y son  funciones únicamente del ángulo de fricción interna φ. 

En la práctica, la ecuación (3.10) debe aplicarse solamente cuando la relación largo 

a ancho en una fundación real es superior a 10 y con cierta precaución cuando esta relación  

está comprendida entre 5 y 10. También, en rigor, la ecuación (3.10) debe aplicarse a suelos 

densos o rígidos donde la falla por corte no esté precedida por deformaciones 

(asentamientos) importantes (Terzaghi, 1943). En este caso se habla de una “falla general 

por corte” del terreno, mientras que el caso en que la falla está precedida por asentamientos 

importantes se conoce como “falla local” y los factores de capacidad de carga para este 
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segundo caso provienen de la modificación empírica de los primeros, los cuales, como ya 

se ha dicho, son de origen completamente teórico.  

Los factores de capacidad portante, en especial el primero de ellos: Nγ, son 

sensibles a la geometría del mecanismo de falla adoptado. De allí que posteriormente hayan 

surgido otros autores: Meyerhof, 1955; Cacuot y Kerisel,1966; Vesic,1973; Hansen, 1970; 

que proponen valores distintos a los originales de Terzaghi sobre la base de geometrías de 

falla algo diferentes. El tema ha sido tratado extensamente y puede encontrarse en muchos 

textos de fundaciones (véase por ejemplo, además de los ya citados, Das,1999; Bowles, 

1996). 

Otro aspecto de la capacidad última de fundaciones que ha recibido mucha y 

necesaria atención es la adecuación de la ecuación (3.10) al caso de fundaciones distintas 

de la fundación en tira, es decir a  las fundaciones más usuales de  forma rectangular, 

cuadrada o circular. El paso del problema bidimensional (fundación en tira) al 

tridimensional (fundación de longitud finita) no ha sido resuelto todavía en forma exacta. 

Lo que se hace es utilizar  coeficientes de  origen semiempírico que modifican a los 

factores de capacidad portante hallados para  la fundación en tira de acuerdo a la forma y 

relación largo-ancho de la fundación. Al igual que con  los factores de capacidad portante, 

muchos autores también han presentado sus coeficientes de forma48 (ver las mismas 

referencias anteriores) que multiplican a los factores de capacidad portante originales. Los 

primeros coeficientes de forma son también debidos a Terzaghi. 

3.4.2 Influencia del método de cálculo 
De todo lo anterior se desprende que se obtendrán distintos resultados de la 

capacidad de soporte según los factores de capacidad portante del autor que se siga y los 

coeficientes de corrección que se usen (forma, profundidad etc.). Por ejemplo, para una 

fundación cuadrada de 2,0 m de lado, colocada a 1,50 m de profundidad, en un terreno sin 

cohesión ni nivel freático cercano, la capacidad última del terreno según Hansen (1970) es 

de 14,5 Kg/cm2 y según Terzaghi (1943) de 10,7 Kg/cm2 (aproximadamente 30 %  menor 

respecto a la primera). 

 
48 No sólo existen coeficientes de forma sino muchos otros que toman en cuenta otros aspectos tales como 
inclinación de la carga, profundidad de la fundación etc. y modifican a los factores de capacidad portante. 

 111



Capítulo 3  Confiabilidad 

 
Lo antes expuesto  pone en evidencia un aspecto crítico del uso de la teoría de 

probabilidades en geotecnia. Para poder hablar en forma absoluta de confiabilidad, 

probabilidad de falla etc., no sólo basta conocer la precisión de las variables que intervienen 

en el  cálculo sino también es necesario conocer la precisión probabilista del método que se 

emplee. De otra manera, los índices de confiabilidad, factores de seguridad, probabilidades 

de falla, sólo serán relativos al método de diseño utilizado y sólo servirán para comparar el 

riesgo de varios diseños alternativos sobre la base de un mismo  método o procedimiento de 

cálculo. Los cuatro casos estudiados para el muro anterior son un buen ejemplo de ello. Se 

comparan riesgos, y por lo tanto costos, pero siempre bajo el mismo método de 

determinación de las fuerzas Ea y F. 

3.4.3 Método a seguir y parámetros de cálculo 
Una vez hecha la aclaratoria anterior, el método a seguir en este trabajo para el 

estudio probabilista de una  fundación directa es el  propuesto en la publicación: Soil 

Mechanics in Engineering Practice (Terzaghi y coautores, 1996).En el capítulo referente a 

fundaciones superficiales cuadradas, se propone la siguiente expresión para la capacidad 

última: 

 10,8 1, 2
2su qq BN d Nγγ γ= × + + × ccN  (3.11) 

De esta ecuación se desprende que 0,8; 1,0 y 1,2 son los coeficientes de forma que 

afectan a los tres factores de carga de la expresión original. La misma publicación también 

recomienda que se usen estos coeficientes conjuntamente con los factores de capacidad 

portante propuestos por Meyerhof (1955). 

Los factores de capacidad portante de Meyerhof vienen dados por las siguientes 

expresiones49: 

 ( )tg 2tan 45
2qN eπ φ φ⎛= ⎜

⎝ ⎠
⎞+ ⎟  (3.12) 

 ( ) ( )1 tan 1, 4qN Nγ φ= −  (3.13) 

                                                 
49 El desarrollo completo puede verse además de en el artículo original de Meyerhof en Das (1999) “Shallow 
Foundations. Bearing Capacity and Settelement” 

 112



Capítulo 3  Confiabilidad 

 
 ( )1 ctgc qN N φ= −  (3.14) 

 

En la lámina Nº 3.4 se esquematiza una fundación cuadrada, de ancho B, colocada a 

2,00 m de profundidad, en arena densa. Se supondrá que el nivel freático está lo 

suficientemente profundo para no afectar la capacidad portante del terreno y que las 

tensiones capilares entre las partículas de arena son lo suficientemente pequeñas como para 

no generar  una “cohesión aparente” en el terreno. El peso unitario del terreno γ, se supone 

una variable determinista de valor 1,8 T/m3 y el ángulo de fricción interna se tomará como  

una variable aleatoria de distribución normal con  valor esperado E[ φ ]= 36º y desviación 

estándar σ[ φ ]= 2º. En la lámina Nº 3.4 también se muestra la gráfica de esta  distribución 

supuesta para φ:  fΦ(φ). 

Dado que no existe valor de la cohesión, ni real ni aparente, la ecuación (3.11) se 

reduce a sus dos primeros términos: 

 10,8
2suq BNγγ γ= × + qd N

                                                

 (3.15) 

 La carga de trabajo (demanda) de esta fundación será de 500 toneladas métricas y 

se exige un factor de seguridad de 5,00 como mínimo respecto a la capacidad última del 

terreno50. En geotecnia, las cargas sobre fundaciones generalmente vienen dadas por el 

cálculo de la estructura que deben soportar. Estas cargas, como se sabe, son la suma del 

peso de los componentes de la estructura (carga muerta); el peso de las personas, 

maquinarias, muebles, etc.( carga viva) y otras cargas accidentales como las debidas a 

vientos, sismos etc., y aunque tales cargas son el resultado de análisis estadísticos, se 

encuentran tipificadas en códigos y normas en casi todos los países. Por lo tanto, sus 

valores son rígidos y obligatorios, debiendo tratarse como variables deterministas en la 

mayoría de los casos. 

 
50 En este tipo de problemas no es de extrañarse que el factor de seguridad esté mayormente comprendido 
entre 5,0 y 10,0 debido a que son los asentamientos (no contemplados en la fórmula de Terzaghi) los que 
suelen dominar en la elección de las cargas de trabajo. En este caso se ha optado por el límite inferior del 
rango porque en arenas densas la influencia de los asentamientos es menor. 
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 3.4.4 Cálculo de las distribuciones de probabilidades de Nγ y Nq

Dado que la expresión de qsu solamente depende de φ, el procedimiento desarrollado 

en el capítulo 2 es perfectamente aplicable aquí y eso es lo que se hará, pero se procederá 

en dos etapas: en primer lugar se calculará la función de distribución de probabilidades de 

Nq: fNq(Nq) y luego la de Nγ: fNγ (Nγ). Posteriormente se tratará a qsu como la suma de dos 

variables aleatorias representadas cada una de ellas por el correspondiente sumando en la 

ecuación (3.11). Este procedimiento es en cierto modo innecesario, pues todo lo anterior 

podría hacerse en una sola etapa, calculando directamente la función de probabilidades de 

qsu, ya que los dos términos de la ecuación dependen de la misma variable y por lo tanto la 

ecuación (3.11) es función  de una sola variable: φ. Sin embargo, el proceder en dos etapas 

permite comparar la influencia probabilista de Nq y Nγ en el resultado final y también 

estudiar un poco más el caso variables estadísticas no independientes como, a todas luces, 

son Nq y Nγ. Posteriormente, se presentarán los cálculos en una sola etapa para comparar 

resultados y tener una mejor visión del problema general. 

En las láminas 3.5 y 3.6  se presenta el cálculo de la distribución de probabilidades 

de Nγ y Nq utilizando las ecuaciones (3.12) y (3.13) como ecuaciones de transformación en 

cada caso y suponiendo la  distribución normal mencionada N(36º ; 2º) para la variable 

independiente φ. Εl método utilizado es el mismo que se empleó en el caso de las fuerzas F 

y Ea conocidas las distribuciones de φ y µ. 

En la Figura A de la lámina 3.7 se muestra la forma de las distribuciones resultantes 

para Nγ y Nq. En las figuras se observa que no son distribuciones simétricas sino que tienen 

sesgo hacia la derecha y también que la distribución de Nγ es más dispersa que la de Nq, 

esto se refleja en los coeficientes de variación calculados para cada una de ellas: 41 % vs. 

27 %51. 

3.4.5 Cálculo del ancho de la fundación. 
La aplicación de la ecuación (3.15) para el cálculo de la capacidad última del 

terreno:  

 
51 Obsérvese que el coeficiente de variación de φ es CV[φ ] = 2º/34º =5,88 %. 
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 10,8
2su qq BNγγ γ= × + d N  

requiere del conocimiento del ancho, B, de la fundación52.Para el cálculo del ancho deberá 

procederse en forma determinista con el valor de qsu y los valores esperados de Nγ y Nq 

provenientes de las distribuciones de probabilidades calculadas en las láminas 3.5 y 3.6. 

Sabiendo que qsu = 500 x 5 / B2 la ecuación (3.15) puede particularizarse como53: 

 2

500 5 10,8 1,8 45,64 1,8 2,0 38,00
2suq B

B
×

= = × × × + × ×  (3.16) 

Despejando el valor de B de la ecuación anterior; B = 3,21 m ≈ 3,25 m. Con lo cual 

qsu = 243,6 T/m2 = 24,4 Kg/cm2. Aplicando el factor de seguridad exigido de 5,00, la 

presión admisible en el terreno o presión de trabajo viene dada por qsadm= 24,4/5,0 = 4,87 

Kg/cm2. 

3.4.6 Consideraciones acerca del asentamiento 
La presión admisible de 4,87 Kg/cm2 , es sólo para satisfacer el requerimiento de un 

factor de seguridad igual o mayor de 5,00 respecto a la presión última de 24,4 Kg/cm2. 

Habría que calcular el asentamiento de la fundación bajo esta presión admisible  y decidir si 

el asentamiento resultante es tolerable  o no por la estructura54. En caso de no serlo, habría 

que disminuir la presión en el terreno mediante el aumento de las dimensiones de la 

fundación hasta lograr aquella presión que conduzca a un asentamiento tolerable. No es la 

intención de este capítulo continuar por esa vía sino, más bien, continuar con  el aspecto 

probabilista de la carga última en la fundación. La metodología probabilista para el caso del 

asentamiento sería la misma que en cualquier otro problema y similar a la desarrollada 

hasta ahora: 

a) Elegir un método para el cálculo del asentamiento en material granular 

b) Decidir una distribución de probabilidades para las variables independientes 

que intervengan en el cálculo. En el caso de arenas, como no es posible 
                                                 
52 En el caso de fundaciones rectangulares la dimensión B se refiere al ancho o menor dimensión de la 
fundación. En el caso de fundaciones cuadradas es indiferente dado que ambas dimensiones son iguales.  
53 Obsérvese que 500 T es la carga de trabajo de la fundación, por lo tanto, si se exige un factor de seguridad 
de 5,0 la carga total última que debe estar en capacidad de soportar la fundación es de 500x5 =2500 T y la 
presión ultima en el terreno, qsu, sería de 2500/B2

54 En una arena densa los asentamientos normalmente son pequeños, pero deben calcularse de todos modos. 
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obtener muestras inalteradas del terreno, casi todos los métodos de cálculo 

son semiempíricos y se basan pruebas en sitio: ensayo de penetración 

estándar (SPT), cono estático y los más recientes en el presiómetro o en el 

dilatómetro. 

c) Calcular la distribución de probabilidades del asentamiento, o al menos sus 

parámetros más relevantes (valor esperado y desviación estándar) mediante 

la metodología desarrollada en el capítulo 2, o la que se presentará en el 

próximo capítulo para funciones de más de una variable aleatoria, y estimar 

el índice de confiabilidad o, de ser posible, la probabilidad de que el 

asentamiento real de la fundación sea superior al admisible. En caso de que 

esta probabilidad sea elevada se modificarían los parámetros necesarios  y 

se efectuarían nuevos cálculos. 

Aquí nuevamente surgirá y de manera más contundente, la influencia del método de 

cálculo tanto en los resultados deterministas como en los probabilistas. Por tratarse de 

métodos semiempíricos, la diferencia en el resultado del asentamiento obtenido  por los 

distintos  métodos existentes  puede llegar a ser alarmante. Esto pone de manifiesto una vez 

más que, a menos que se conozca la precisión del método, los resultados del análisis 

probabilista están condicionados al método que se use, son relativos a él y no absolutos 

como sería de desear. En el caso de fundaciones sobre materiales granulares existe un 

trabajo que tiene el mérito de comparar la confiabilidad estadística de los métodos más 

usuales para el cálculo del asentamiento. Véase Tan y Duncan (1991). 

En el próximo capítulo se desarrollará un ejemplo completo del cálculo probabilista 

de un asentamiento real. 

3.4.7 Distribución de probabilidades de qsu

Una vez calculadas las distribuciones de probabilidades de Nγ y Nq, la variable 

aleatoria 1
20,8suq BNγ qd Nγ γ= × +  se comporta como una función lineal del tipo Y =A0 

+A1X1+A2X2, específicamente: A0 = 0; A1 = 0,4γB; A2 = γd; X1= Nγ y X2 = Nq. 

La particularidad en este caso proviene de que Nγ y Nq son variables aleatorias, pero 

no independientes. Por el contrario: al ser cada una de ellas funciones exclusivas del ángulo 
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de fricción interna φ, están en correspondencia biunívoca y por lo tanto su coeficiente de 

correlación es igual a la unidad: ρ Nq,Nγ = 1,00. 

En este contexto, la desviación estándar de qsu puede calcularse mediante la 

ecuación correspondiente del capítulo anterior (2.25), relativa a la desviación estándar de 

una función lineal, Y, de dos variables aleatorias, X1 y X2: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 12Y A X A X A A X X X Xσ σ σ σ σ ρ= + + 2  

Cuando ρ [X1,X2] = 1,00. la expresión anterior es un cuadrado perfecto y por lo tanto: 

 [ ] [ ] [ ]1 1 2 2Y XA Aσ σ σ= + X  (3.17) 

En este caso: 

[ ]

[ ]

su q

su 2

q 0,4 N N 0,4 1,8 3,25 18,52 1,8 2,0 10,51

q 81,17

B d

T
m

γσ γ σ γ σ

σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = × × × + ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

×

 (3.18) 

 
En cuanto al valor esperado, este ya fue calculado anteriormente y resulto ser de: 

E[qsu]= 243,6 T/m2 . Para estos valores, el coeficiente de variación resulta de: CV[qsu]= 

81,17 / 243,6 = 0,333. 

Para calcular la probabilidad de falla  debe conocerse la distribución probabilista de 

qsu. La probabilidad de falla, en este caso, viene expresada por la   probabilidad de que la 

presión  de trabajo, qs, supere a la carga última, qsu. Es decir:  qsu ≤ 47,33 T/m2. Expresada 

como probabilidad:  P[qsu ≤ 47,33 T/m2]. 

Dado que en este caso particular la carga es determinista y la resistencia última  del 

suelo sólo depende de una variable, el cálculo de la probabilidad de falla puede 

simplificarse grandemente recurriendo a la ecuación (2.1) del capítulo anterior: 

 ( ) [ ] 1P P (Y )F y Y y x g y−⎡ ⎤= ≤ = ≤⎣ ⎦  

Particularizada a qsu, la ecuación anterior se convierte en: 

 ( ) [ ] 147,33 P 47,33 P (47,33)qsu su suF q qφ −⎡ ⎤= ≤ = ≤⎣ ⎦  (3.19) 
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Donde qsu

-1(47,33) es el valor de φ para que qsu = 47,33 T/m2. Despejando el 

correspondiente valor de φ de la ecuación de la capacidad última (ecuación (3.15)) se 

obtiene: φ = 23,89º. Con este valor ya puede verse que la probabilidad de falla es 

inexistente porque no se conoce de ninguna arena densa que tenga un valor de φ tan bajo. 

De todas formas, como la distribución de φ se supuso normal, es fácil calcular la 

probabilidad matemática (no física) de que φ ≤ 23,89º.  P[φ ≤ 23,89] = P[N(36;2) ≤ 

23,89]=7,047 x 10-10. Como se deduce del resultado esta probabilidad es prácticamente 

inexistente. Es obvio el papel que juega el factor de seguridad determinista de 5,00 

empleado en este caso. 

El índice de confiabilidad, β, para este problema puede calcularse en la forma 

habitual, según la ecuación: (3.5): 

 [ ] [ ]
[ ] [ ]2 2

E E
β

σ σ

−
=

+

R Q

R Q
 

Teniendo en cuenta que en este caso Q es una constante y por lo tanto E[Q]=47,33 

T/m2  y σ[Q]= 0, la ecuación se convierte en: 

 [ ]
[ ]2 2

47,33 243,6 47,33 2, 41
0 81,17

su

su

E q

q
β

σ

− −
= =

+
=  (3.20) 

 En la figura B de la lámina 3.7 se muestra la representación gráfica de β y de la 

función de estado límite. Si se analiza la ecuación de la función de estado límite en 

variables reducidas (Ecuación (3.9) 

 [ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]a

a a
F E

E E F E E
Z Z

F F
σ
σ σ

−
= −  

y se identifica ZF con Zqsu y  ZEa con Zqs = cte; σ[R]=0; se deduce que Zqsu = -β = -2,41. 

Por lo tanto la recta de estado límite es una línea horizontal que dista –β del eje Zqs.  

Todo lo anterior ilustra la posibilidad de conocer los parámetros probabilistas de 

una variable sin que sea necesario conocer su distribución. Sin embargo, en este caso 
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tampoco es  muy difícil ese conocimiento. En la lámina Nº 3.8 se muestra el cálculo de la 

distribución de probabilidades de qsu y en la lámina Nº 3.9 la representación gráfica de la 

fdp y FPA respectivamente calculadas en una sola etapa. Como era de esperar, los 

parámetros estadísticos son los mismos que los obtenidos en el cálculo por etapas. 
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 C a p í t u l o  4  

T r a n s f o r m a c i ó n  d e  f u n c i o n e s  c o n  m á s  
d e  u n a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  

4 . 1 I n t r o d u c c i ó n  
En el segundo capítulo de este trabajo se trató el tema de la transformación de 

funciones de una sola variable aleatoria. La idea era calcular la distribución de 

probabilidades de la variable dependiente conocida la distribución de probabilidades de la 

variable independiente. 

En este capítulo se tratará  el caso más general de una función de varias variables 

aleatorias. 

Como ejemplo se estudiará el caso del asentamiento de un estrato de arcilla blanda 

bajo el peso de un terraplén. Los datos de este ejemplo provienen de un caso real bien 

documentado (Ladd, 1972b), cuyos datos y resultados fueron medidos con precisión. El 

caso fue estudiado originalmente mediante cálculos deterministas y por lo tanto presenta 

una interesante oportunidad de comparar los  procedimientos determinista y probabilista. 

4 . 2  F u n c i ó n  L i n e a l  d e  V a r i a b l e s  
A l e a t o r i a s  

 En cuanto a funciones de más de una variable aleatoria, el caso más simple es el 

referente a funciones lineales de n variables aleatorias. Este caso ya se ha tratado 

sucintamente en las ecuaciones (2.21) a (2.25) del capítulo 2. En general, si Y es una 

variable aleatoria del tipo: 

 0 1 1 2 2 ... n nY A A X A X A X= + + + +  (4.1) 

Donde X1; X2;...; Xn son variables aleatorias con distribuciones de probabilidades 

cualesquiera y A1; A2; ... ; An , son constantes, entonces el valor esperado de Y viene dado 

por: 

 [ ] [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 2 ... nE Y A A E X A E X A E X= + ⋅ + ⋅ + + ⋅ n  (4.2) 
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X

 
La ecuación anterior es fácil de deducir sabiendo que el valor esperado es una 

integral y que la integral es distributiva respecto a la suma  y conmutativa respecto a las  

constantes. 

La desviación estándar para este caso ya se planteó en el aparte 2.2.7 del capítulo 2 

(ecuación (2.23)): 

 [ ] [ ]2

1 1

n n

i j i j i j
i j

Y A A X X Xσ σ σ ρ
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∑  (4.3) 

Los casos hasta ahora estudiados del muro sometido a las fuerzas F y R  (capítulo2), 

así como el de la capacidad última de un fundación cuadrada (capítulo 3) son ejemplos 

simples del uso de las fórmulas anteriores, como se indicó en su momento. A continuación 

se tratará el caso más general donde  la relación entre la variable dependiente y las 

independientes no es lineal 

4 . 3  M é t o d o  d e l  P r i m e r  O r d e n  S e g u n d o  
M o m e n t o  

Este método debe su nombre a la aplicación del desarrollo de una función en series 

de Taylor, truncándola a partir de los términos lineales (primer orden), con el fin de  

calcular el valor esperado y la varianza de la función (segundo momento de la distribución 

de probabilidades, ver capítulo 1). 

Como introducción al método, considérese en primer lugar el caso de una función 

aleatoria de dos variables: F(X,Y). Esta función puede aproximarse a una función lineal 

mediante la expresión: 

 ( ) ( ) ( ) (
0 0

0 0 0 0, ,
X Y

F F )F X Y F X Y X X Y Y
X Y

δ δ
δ δ

= + − + −  (4.4) 

Donde X0, Y0 es un punto elegido de la función  sobre el cual se evalúan también 

las derivadas. Una vez evaluados todos los valores en X0 e Y0 se obtiene una función lineal 

del tipo F(X,Y) = A0 +A1X+A2Y 
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Sobre esta aproximación a la función pueden aplicarse ahora las reglas para 

funciones lineales, ecuaciones (4.2) y (4.3). Escogiendo X0 = E[X] e Y0 = E[Y] se tiene55: 

 ( ) [ ] [ ]( ), ,E F X Y F E X E Y=⎡ ⎤⎣ ⎦  (4.5) 

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
2 2

2
,2 ,X Y

E X E Y E X E Y E X E Y

F F F FF V X V Y X y X Y
X Y X Y

δ δ δ δσ σ
δ δ δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

σ ρ

 (4.6) 

Donde el subíndice E[X] o E[Y] indica que la derivada debe ser evaluada en ese 

valor. Si X e Y son variables independientes sólo existen los dos primeros términos de la 

ecuación anterior, dado que ρXY[X,Y] = 0. 

Las ecuaciones generalizadas para más de dos variables son: 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )

[ ]
[ ]

[ ]

1 2

2
,

1 1

, ,...,

i j

n

n n

i j X Y i
i j i jE X E X

E Y F E X E X E X

F FY X X
X X

δ δσ σ σ
δ δ= = ⎡ ⎤⎣ ⎦

=

jX Xρ⎡ ⎤ ⎡= ⎤⎣ ⎦ ⎣∑∑ ⎦

 (4.7) 

Si las variables Xi de la ecuación anterior son estadísticamente independientes 

entonces la varianza viene dada por la expresión más simple: 

 [ ]
[ ]

[ ]
2

2

1
i

n

i
i i E X

F 2F X
X

δσ
δ=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ σ

                                                

 (4.8) 

De esta forma pueden conocerse el valor esperado y la desviación estándar de una 

función aleatoria no lineal de varias variables. Debe recalcarse lo aproximado del método 

como consecuencia de la aproximación realizada para  transformar la función F en una 

función lineal. 

Existen otros métodos con este mismo propósito. Uno de ellos, denominado método 

de Monte Carlo se describirá y utilizará más adelante56. 

 
55 Nótese que las derivadas parciales hacen el papel de los coeficientes Así pues al ser evaluadas en los 
valores correspondientes al valor esperado se convierten en constantes. 
56 Otro método reconocido es el denominado “Point estimate method” en Inglés. El método es debido a 
Rosemblueht y su aplicación es sencilla cuando la distribución de las variables es simétrica. Este método no 
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4 . 4 C a s o  d e  a s e n t a m i e n t o  s o b r e  a r c i l l a  
B l a n d a  

4.4.1 Teoría General 
Como aplicación de la utilización del método de primer orden segundo momento se 

desarrollará un ejemplo basado en un caso real de asentamiento. A continuación se 

presentará una breve introducción a la teoría de asentamientos con el fin de establecer los 

criterios y la metodología a seguir, tal como se hizo en el caso de la fundación superficial 

cuadrada del capítulo anterior. 

El cálculo de asentamientos es uno de los dos tipos de cálculos más importantes en 

geotecnia, el otro tipo lo constituyen los cálculos de estabilidad (Lambe,1964).Para la 

mayoría de los autores el la publicación de la teoría de la consolidación por Terzaghi en 

1925, directamente relacionada con el asentamiento en arcillas blandas, marca el comienzo 

de la mecánica de suelos moderna. 

 La teoría de la consolidación permite el cálculo del componente del asentamiento 

denominado asentamiento por consolidación, el cual constituye uno de los dos 

componentes del asentamiento total en arcillas. El otro componente es el llamado 

asentamiento elástico. 

El asentamiento por consolidación (Terzaghi, 1943) es propio de los suelos finos 

saturados, ocurre gradualmente en el tiempo y es consecuencia de la disminución del 

volumen de huecos o vacíos en el  suelo cuando se expulsa el agua de su interior a medida 

que el incremento de esfuerzos totales es transferido de la fase de poros al esqueleto 

mineral. Esta transferencia es lenta porque el movimiento del agua en el interior del suelo 

es también lento como consecuencia de la baja permeabilidad de los suelos finos. 

El asentamiento elástico, también denominado asentamiento inmediato, es 

consecuencia de la deformación del terreno bajo el efecto de la aplicación de la carga en la 

superficie a masa constante, es decir, antes de que comience la expulsión de agua. Se 

denomina así porque se calcula mediante la teoría elástica, al igual que cualquier otra 

 
se utilizará aquí. Harr (1960), Nowac (2000) y Christian (1992), entre otros, contienen la descripción de este 
método.  
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deformación en un  sólido que pueda considerarse elástico. En el caso de los suelos debe 

usarse el módulo de elasticidad no drenado en los cálculos del asentamiento inmediato. 

 Cada uno de estos dos componentes del asentamiento se calcula por separado y 

posteriormente se suman. Existe un tercer tipo de asentamiento, el asentamiento secundario, 

propio de suelos muy plásticos u orgánicos, que ocurre, en teoría, a esfuerzo efectivo 

constante, una vez  finalizado el  asentamiento por consolidación. 

Cuando la extensión de la carga en la superficie del terreno es grande o al menos 

comparable con el espesor del estrato compresible, las deformaciones laterales de los 

elementos ubicados cercanos al centro de la carga son pequeñas en este estrato. El estado de 

esfuerzos y deformaciones en esta zona del terreno es similar al de la prueba edométrica 

(Craig, 1978). Bajo estas condiciones, el asentamiento inmediato es despreciable respecto 

al asentamiento por consolidación y éste es el único que se calcula. Tal es el caso del 

terraplén que se presentará en este capítulo. Por esta razón, la teoría a continuación se 

refiere sólo al asentamiento por consolidación. Las dos referencias antes citadas 

(Craig,1968; Lambe1964) al igual que cualquier texto reconocido de mecánica de suelos 

(entre ellos Terzaghi y coautores,1996; Lambe y Whitman,1972) contienen excelentes 

desarrollos de la teoría general de asentamientos. Un gran avance en esta teoría es debido a 

la introducción del concepto de parámetros de presión de poros  por A.W. Skempton, en 

1954. 

4.4.2 Asentamiento por consolidación, unidimensional o edométrico. 
El asentamiento por consolidación se calcula estableciendo un paralelismo con el 

ensayo de consolidación unidimensional57, a través de  ciertos parámetros obtenidos en este 

ensayo. En el ensayo de consolidación unidimensional se coloca una muestra del terreno en 

un anillo de paredes rígidas y de dos pulgadas de diámetro por una de altura, como mínimo. 

Este anillo rígido impide las deformaciones laterales de la muestra cuando se aplican cargas 

verticales (procedimiento ASTM D 2435-96) y por lo tanto la única deformación en la 

muestra es vertical. Mediante este ensayo se puede estimar la duración del proceso de 

consolidación en el terreno a través del coeficiente de consolidación, Cv (Terzaghi, 1943), 

así como la magnitud de del asentamiento utilizando parámetros extraídos del ensayo. Estos 

 
57 También conocido como consolidómetro o edómetro. 
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parámetros, conceptualmente similares entre sí, pueden ser expresados en formas diferentes 

dependiendo del método de cálculo del asentamiento que se desee utilizar. Un resumen 

bastante completo de estos parámetros puede verse en la tabla 12.2 de Lambe y Whitman 

(1970) 

En la lámina Nº 4.1 se presenta un ejemplo de una curva típica esfuerzo-

deformación unidimensional58 obtenida mediante este ensayo. En ella se relaciona la 

deformación vertical, εz, o la relación de vacíos, e, de la muestra (eje vertical) con el 

logaritmo del esfuerzo efectivo vertical σ'v aplicado59 (eje horizontal). 

La curva obtenida en la prueba edométrica no suele usarse directamente para 

estimar los parámetros antedichos debido a la alteración que sufre la muestra durante su 

extracción del terreno. Por lo tanto, es necesario manipular la curva de laboratorio con el 

fin de obtener la que se supone que será la curva del comportamiento esperado de campo 

(Schmertmann, 1955). 

El método más común para el cálculo del asentamiento unidimensional y que se 

usará aquí, requiere de la obtención de tres valores: 

1) Presión crítica. P’c Es la presión vertical para la cual la compresibilidad 

de la muestra cambia drásticamente, separando la denominada rama 

sobre consolidada de la normalmente consolidada. El procedimiento 

básico para encontrar este valor (opacado por la alteración de la muestra) 

es la construcción  de Casagrande que data de 1936 y puede encontrarse 

en cualquier texto reconocido de mecánica de suelos (véase Lambe Fig. 

20.6). Existen ajustes, que pueden ser usados o no, como ayuda a este 

procedimiento (Schmertmann, 1955). 

2) Índice de compresibilidad Cc e índice de recompresión Cr. Estos índices 

corresponden a las pendientes de las ramas de compresión (virgen) y de 

recompresión respectivamente (ver lámina 4.1). La forma más fácil de 

                                                 
58 Los datos provienen de una prueba edométrica de la arcilla azul de Boston y  la curva proviene de ejercicios 
de clase del autor de este trabajo. 
59 El uso de escala logarítmica en lugar de la escala natural es una forma usual porque así la curva se asemeja 
más  a segmentos de recta,  pero también puede presentarse en escala natural.  
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calcularlos es midiendo la disminución en  la relación de vacíos por ciclo 

de papel logarítmico en la rama correspondiente de la curva edométrica. 

3) Relación de compresión CR y relación de recompresión RR. 

Conceptualmente son lo mismo que Cc y Cr, sólo que son las pendientes 

de las ramas de la curva esfuerzo-deformación unidimensional referida a  

la deformación vertical, εz ,en lugar de la relación de vacíos, e. CR y RR 

corresponden  al cambio en la deformación vertical por ciclo del papel 

logarítmico. 

 El paso de Cc a CR y de Cr a RR es sencillo si se tiene en cuenta que en la 

deformación unidimensional vertical se verifica la relación: 

 
0 01z
V

V e
ε e∆ ∆

= =
+

 (4.9) 

Donde ∆V es el cambio de volumen, V0 el volumen inicial de la muestra ∆e el 

cambio en la relación de vacíos y e0 la relación de vacíos inicial de la muestra. Dado que: 

 
( )log 'C

v

eC
σ

∆
=

∆
 (4.10) 

y 

 
( )log '

z

v

CR ε
σ

∆
=

∆
 (4.11) 

 Se deduce, a partir de la ecuación (4.9), que: 

 
01

cCCR
e

=
+

 (4.12) 

El mismo procedimiento puede aplicarse en la rama sobre consolidada de la curva 

esfuerzo-deformación unidimensional,  para demostrar que: 

 
01

RCRR
e

=
+

 (4.13) 
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Por lo tanto, si se supone que estos coeficientes regirán en el terreno para un 

incremento entre los esfuerzos efectivos final, σ’vf, e inicial, σ’v0:  ∆σ’v = σ’vf - σ’v0, el 

cambio en la relación de vacíos vendrá dado por60: 

 

vf

vo

vf
vo vf

vo

log( ' ) si ' '

log( ' ) si ' '  

' 'log log si ' '  y ' '
' '

r v c

c v c

c
r c c

c

e C P

e C P

Pe C C P P
P c

σ σ

σ σ

σ σ σ
σ

∆ = × ∆ <

∆ = × ∆ ≥

∆ = × + × ≤ >

 (4.14) 

Si se desea calcular ∆εz en lugar de ∆e,  las expresiones son las mismas sólo que 

habría que usar CR y RR en lugar de Cc y Cr. 

4.4.3 Procedimiento de Cálculo del Asentamiento por Consolidación. 
La expresión formal para el cálculo del asentamiento, aplicada al asentamiento por 

consolidación, es: 

 ( )
0c zc z dzρ ε
∞

= ⋅∫  (4.15) 

Donde εzc(z) es la función deformación vertical debida a la consolidación. Esta 

función es casi imposible de obtener por múltiples razones, especialmente por que es muy 

difícil encontrar la función de la variación de los parámetros esfuerzo deformación con la 

profundidad. En consecuencia, cuando el cálculo se basa en  la prueba edométrica, el 

terreno se divide convenientemente en n estratos o capas ideales, de condiciones similares, 

y de espesor ∆Hi. Así, la expresión (4.15) se aproxima  mediante: 

 ( )
1

n

i z i
i

Hρ ρ
=

= ∆ = ∆ ⋅ ∆∑ ∑ ε

                                                

 (4.16) 

Donde ∆ρ es la contribución de cada capa al asentamiento total  y εzi se calcula 

mediante las ecuaciones (4.14) de acuerdo a las condiciones particulares de cada capa. 

 
60 Nótese que, en virtud de que el logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los logaritmos, 
log(∆σ'v)= log (σ'vf/ σ'vo) =  log (σ'vf) – log(σ'vo) 
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En la lámina 4.2 se presenta una síntesis del método para  un terreno cuya parte 

superior ha sido sobre consolidado por desecación. La desecación de la parte superior de un 

terreno arcilloso es una de las causas más comunes de sobre consolidación (otras causas son 

erosión, remoción de estructuras anteriores, variaciones del nivel freático, glaciación, etc.). 

En la figura superior de la lámina se presenta el terreno dividido en capas elegidas de tal 

forma que  para cada una de ellas solamente aplica una de las tres condiciones establecidas 

en las ecuaciones (4.14). La curva de σ’vf en la lámina puede provenir de una carga 

aplicada en la superficie del terreno. 

En la figura inferior de la misma  lámina 4.2 se presenta la interpretación 

geométrica de las ecuaciones (4.14) a partir de la curva de campo obtenida a partir ensayo 

edométrico. 

4 . 5  C á l c u l o  d e l  a s e n t a m i e n t o  p o r  m é t o d o s  
p r o b a b i l i s t a s  

4.5.1 Descripción del caso 
El asentamiento que por vía probabilista se calculará en este capítulo, se refiere al 

de un estrato arcilloso, bajo el peso del terraplén de un distribuidor de tránsito en la ciudad 

de Portsmouth, estado de New Hampshire, en el noreste de los Estados Unidos. La arcilla 

es blanda, sensible y sobre consolidada por desecación en su superficie. 

Los datos del terreno están tomados de tres artículos de  C.C. Ladd en: Ladd 

(1972a), “Test Embamkment on Sensitive Clay”, Ladd y coautores (1972b): “Performance 

of Embankment with Sand Drains on Sensitive Clay” y Simon, Christian y Ladd (1974): 

“Analysis of Undrained Behavior  of Loads on Clay”. 

En la figura A de la lámina 4.3 se presentan las características pertinentes a la 

compresibilidad del terreno en cuestión. Estas características  provienen de pruebas 

edométricas realizadas en muestras obtenidas a distintas profundidades.  En 1972, durante 

la construcción del distribuidor de tránsito, se hicieron estudios a escala natural del 

comportamiento de los  terraplenes. Las dos primeras referencias citadas contienen toda la 

información correspondiente. 
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Como se desprende de la lámina 4.3 el estrato compresible es de 11,30 m. de 

espesor. Este espesor es  muy inferior a la extensión en planta del distribuidor y en 

consecuencia puede aplicarse la teoría unidimensional para el cálculo del asentamiento. En 

la figura se muestran los valores de la relación de compresión y las curvas que delimitan el 

rango de la presión crítica. 

 La línea punteada de la gráfica superior izquierda de lámina 4.3, indica los valores  

de la relación de compresibilidad, CR, que se adoptaron en el cálculo determinista original 

(Ladd, 1972b). Los valores que se usaron en dicho cálculo  para la presión crítica pueden 

encontrarse en las referencias indicadas y no se muestran aquí. 

En los trabajos originales (Ladd,1972 a y b)  se deseaba estudiar el efecto en la 

reducción del tiempo de consolidación en relación con  el espaciamiento en la colocación 

de drenes verticales de arena. Por esta razón, se midieron tiempos y magnitudes del 

asentamiento en varias zonas experimentales con  distintos espaciamientos entre los drenes. 

Como esta situación no es la  quiere estudiar aquí y los drenes verticales pueden alterar la 

compresibilidad del terreno, se utilizará, como elemento de comparación con  los cálculos 

del presente trabajo, la estación C-6 del trabajo original (Ladd, 1972b), donde no se 

colocaron drenes. En esta estación, la altura del terraplén fue de 4,88 m. (16 pies), 

equivalente a una carga sobre el terreno de aproximadamente 0,95 Kg/cm2. El asentamiento 

calculado por el método determinista para esta estación fue de 64,00 cm mientras que el 

asentamiento real ocurrido fue de 90,00 cm (Ladd, 1972b)  

4.5.2 Determinación de los parámetros a utilizar en el método 
probabilista 

Tanto en el método determinista como en el probabilista, el criterio del ingeniero es 

insustituible en la elección de los parámetros a utilizar en los cálculos. Este criterio tiene su 

fundamento, obviamente, en la experiencia, pero también y con  igual importancia, en el 

seguimiento que el ingeniero haya hecho del proyecto desde sus comienzos. Si el ingeniero 

visitó el sitio varias veces; estudió su geología y eligió el lugar de las perforaciones; revisó 

cuidadosamente todas las muestras que se obtuvieron y decidió los ensayos que habrían de 

hacerse; se encuentra  en una posición de incomparable ventaja a la hora de definir  los 

parámetros de cálculo respecto a quien no haya procedido así. 
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En este caso, el autor del presente trabajo no tuvo esa oportunidad y, por lo tanto, se 

atendrá a métodos convencionales para la determinación de los parámetros requeridos. 

En la elección de los parámetros a usar en el método probabilista se seguirán los 

siguientes criterios. 

1) Se supondrán como únicas variables aleatorias los valores de la relación 

de compresión, CR, y de la presión crítica, P’c. Estas variables se 

supondrán normalmente distribuidas. 

2) En el caso de CR, se demostrará que no existe correlación de sus valores 

con la profundidad y su distribución de probabilidades se ajustará a la 

mejor distribución normal posible mediante el uso del papel de 

probabilidades. 

3) En cuanto a P’c, se supondrá una distribución normal con el 95 % de sus 

valores dentro del rango establecido por Ladd (1972b) (lámina 4.3). De 

acuerdo a las propiedades de la distribución normal, ello significa que el 

valor esperado de P’c es el valor correspondiente a  la mitad del intervalo 

en cada profundidad y que la desviación estándar es igual  la cuarta parte 

de la longitud del intervalo61. Así por ejemplo, a la profundidad de 7,0 m. 

el rango de P’c está limitado62 por los valores P’c(i) = 0,64; P’c(d) = 0,86, 

por lo tanto, de acuerdo a lo anterior, los parámetros de la distribución 

normal de P’c para esta profundidad serán: E[P’c] = (0,64 + 0,86) / 2 = 

0,75 Kg/cm2 y  σ[P’c] = (0,86-0,64)/4 = 0,055 ≈ 0,06 Kg/cm2. 

4) La relación de recompresión, RR, se tomará como una variable 

determinista, pues en los artículos originales (Ladd, 1972b) se utiliza el 

mismo valor RR = 0,014 en todas las profundidades lo cual parece indicar 

que su variación en los ensayos fue pequeña. 

En la parte inferior de la lámina 4.3 se muestra la división del terreno en las capas o 

estratos ideales que serán utilizados para el cálculo de los asentamientos parciales 

 
61 Recuérdese que en una distribución normal el intervalo ± 2σ, respecto al valor esperado, contiene el 95,4 % 
de los valores de la variable aleatoria.  
62 Los índices (i) y (d) significan extremo izquierdo y extremo derecho del rango. 
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(incrementos del asentamiento) ∆ρ. La figura superior derecha de la lámina  4.3 se refiere a 

los valores de la relación de compresión. En ella se  muestran los valores de CR a distintas 

profundidades. En la figura superior de la lámina 4.4 se muestra la relación de los valores 

de CR con la profundidad y la regresión lineal que mejor relaciona ambas variables. A 

simple vista se observa que la correlación con la profundidad es muy deficiente. El 

cuadrado del coeficiente de correlación muestral, R2, es 0,04. 

En una regresión lineal el cuadrado del coeficiente de correlación muestral puede 

interpretarse  como aquella parte del cambio de la variable a predecir que es atribuible a los 

cambios en la variable independiente (Crow,1960; Spiegel,1975). En este caso, sólo el 4% 

de la variación de CR se explicaría por la profundidad. Por lo tanto, dado que la 

metodología del problema implica utilizar la  profundidad como la variable de cálculo, se 

supondrán valores aleatorios para  CR, agrupados según  una distribución  normal sin 

ninguna relación con la profundidad. 

En la figura inferior de la lámina 4.4 se muestran los valores de CR graficados en 

papel de probabilidades. En el papel de probabilidades correspondiente a una distribución 

normal, la escala vertical ha sido deformada de tal forma que cualquier variable aleatoria de 

distribución normal grafica como una línea recta63. Al igual que el papel logarítmico, el 

papel de probabilidades antiguamente venía impreso, pero actualmente puede generarse con 

el  computador (ver, por ejemplo, Berk, 2000). Si a un conjunto de valores graficados en 

papel de probabilidades se le ajusta, por mínimos cuadrados, una línea recta, se podrá 

encontrar la distribución de probabilidades que mejor representaría ese conjunto de valores. 

En este caso, la recta de la figura B de la lámina Nº 4.4 representa la distribución normal 

que mejor se ajusta a los valores de CR. El cuadrado del coeficiente de correlación 

muestral, R2, en este caso es 0,9281. La correlación no es excelente, pero tampoco es 

demasiado mala. Si se supone una distribución lognormal para los valores de CR la 

correlación sería algo mejor, pero no lo suficiente para justificar mayores complicaciones 

en el tratamiento de este caso. 

A partir de la regresión lineal en el papel de probabilidades se pueden obtener los 

parámetros de la distribución normal. El valor esperado de esta  distribución es aquel que 

 
63 Cada distribución probabilística tiene su propio papel de probabilidades. 
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corresponde a Φ-1(Z)= 0,00 (Φ (Z) = 0,50) y la desviación estándar es igual al inverso de la 

pendiente de la recta (Berk, 2000). En este caso el promedio de los valores de la muestra 

presentada en la lámina 4.3 es m[CR] = 0,218 y su desviación estándar s[CR] = 0,098. Los 

valores de ambos parámetros extraídos de la recta de ajuste (lámina 4.4) y que pretenden 

aproximar los de la población son E[CR]= 0,22 y σ[CR] = 0,109. 

Los valores esperados de la presión crítica E[P’c] están señalados en la lámina 4.3 

mediante cruces en el centro del intervalo de la presión crítica. 

4.5.3 Cálculo del asentamiento. 
El asentamiento se calculará con el terreno dividido en las capas ideales mostradas 

en la lámina  4.3 y utilizando las ecuaciones (4.14) para el cálculo de la deformación 

vertical media, ∆εz , en cada capa. Como ya se ha dicho, la relación de compresión CR y la 

presión crítica P’c se considerarán las únicas variables aleatorias. Expresadas en función de 

∆εz , CR y RR las ecuaciones (4.14) se transforman en: 
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 (4.17) 

El asentamiento parcial en cada capa se obtiene multiplicando la deformación 

vertical media por el espesor de la capa y el asentamiento total es la suma de los 

asentamientos parciales (ecuación (4.16)). 

El cálculo de probabilidades por el método de primer orden segundo momento 

permite, mediante las ecuaciones (4.7), calcular los asentamientos parciales ∆ρ. Estas 

ecuaciones particularizadas al caso de dos variables aleatorias solamente (ecuaciones (4.5) 

y (4.6)) y específicamente aplicadas  a este caso, se transforman en: 
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Las ecuaciones anteriores suponen que Cr y P’c son variables aleatorias 

independientes. En principio, no parece haber objeción a este punto, porque es un hecho 

conocido que, durante el ensayo de consolidación, independientemente de donde se 

comience un ciclo de descarga-carga, cuando éste finaliza siempre se vuelve a la misma 

rama de compresión virgen que se traía anterior al ciclo. El punto comienzo de un ciclo de 

descarga carga equivale a una nueva presión crítica. Si siempre se regresa  a la misma rama 

de compresión ello prueba que, al menos en el laboratorio, hay independencia entre P’c y 

CR. 

 El asentamiento parcial en cada capa se obtiene multiplicando la deformación 

vertical media por el espesor de la capa. El asentamiento total es la suma de los 

asentamientos parciales, tal como se indicó en la ecuación (4.16). 
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= ∆ = ∆ ⋅ ∆∑ ∑  

Como se desprende de la ecuación anterior ρ es entonces una variable aleatoria que 

proviene de la combinación lineal de variables aleatorias (∆εz). Por lo tanto, la 

determinación de sus parámetros estadísticos puede hacerse mediante las expresiones 

propias para las funciones lineales introducidas al comienzo de este capítulo 

(ecuaciones(4.2) y (4.3)). Particularizadas a este caso, las expresiones son: 
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 (4.19) 

Donde ∆H1·RR·log(σ’vf /σ’vo) es el asentamiento de la primera capa, en la cual por 

ser σvf <P’c está regido por la variable determinista RR. Este primer término, por lo tanto, 
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corresponde al término independiente (A0) de la expresión general de una función lineal64 

(ecuación(4.2)). 

Debido a que el asentamiento es la suma de una serie de variables aleatorias donde 

ninguna de ellas prevalece sobre las otras, puede suponerse, de acuerdo al teorema del valor 

central, que la distribución de probabilidades del asentamiento, fdp, puede asimilarse a una 

distribución normal. Esta interpretación del teorema del valor central ya se mencionó en el 

capítulo Nº 2. 

En la  lámina 4.5 se presentan  todos los cálculos de acuerdo al procedimiento antes 

descrito. Las derivadas necesarias: δ(∆ρ)/δ(CR) y δ(∆ρ)/ δ(P’c), son las derivadas de la 

tercera de las ecuaciones (4.17) y están dadas por las expresiones: 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

'
log

'

' ' ln 10

vfH
CR P c

H RR CR
P c P c

σδ ρ
δ

δ ρ
δ

∆ ⎛ ⎞
= ∆ ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∆ ∆
= −

⋅

 (4.20) 

Las columnas en la parte superior de la lámina 4.5 se refieren al cálculo del valor 

esperado del asentamiento E[ρ] y las de la parte inferior a las de su varianza y desviación 

estándar Var[ρ] y σ[ρ]. El valor esperado del asentamiento resultó de 61,56 cm 

notablemente próximo al calculado originalmente por Ladd (1972b) mediante el cálculo 

determinista en los cuales hizo  uso de su propio criterio para establecer valores únicos de 

cada una de las variables. Obsérvese que los dos primeros estratos del terreno contribuyen 

muy poco al asentamiento por ser el esfuerzo vertical final inferior a la presión crítica y por 

lo tanto el cambio de esfuerzos ocurre en la rama sobre consolidada. En consecuencia, no 

hubiera tenido mucho sentido en la práctica tratar a la relación de recompresión RR como 

una variable aleatoria. 

Respecto a la varianza del asentamiento, esta fue de 171,35 cm2 y la consiguiente 

desviación estándar de 13,09 cm. El coeficiente de variación fue de 21% y el índice de 

confiabilidad β, igual al inverso del coeficiente de variación, de 4,70. La distribución como 

                                                 
64 Por esta misma razón la sumatoria en la segunda de las ecuaciones (4.19) comienza con i = 2. 

 144



145



Capítulo 4  Transformación de funciones con más de una variable aleatoria 

 
ya se dijo puede asimilarse a una distribución normal. A continuación se compararán estos 

resultados con el valor real del asentamiento medido en el sitio. 

4.5.4 Análisis de los resultados. 
El valor del asentamiento real medido en el sitio (Ladd, 1972b) fue de 90 cm (3,0 

pies). Debe decirse que este asentamiento en realidad fue extrapolado a partir de datos de 

campo, pues la consolidación no había finalizado al escribirse el artículo en 1972. Por 

carecer de drenes, es de esperar que en la estación C-6, mencionada anteriormente, la 

consolidación tomara más tiempo que en las otras. Aceptando este valor de 90 cm.  puede 

verse que supera aproximadamente en 50% el asentamiento esperado. En los cálculos de 

asentamiento, esta relación de 1,5 entre el asentamiento medido y el calculado no es, en 

modo alguno, insólita. 

Una aspecto interesante de este problema es calcular la probabilidad de que el 

asentamiento fuese igual o menor de 90 cm sobre la base de los cálculos de probabilidades 

antes descritos. Se sabe que la función  distribución de probabilidades del asentamiento 

puede suponerse como normal, con un valor esperado de 62 cm y una desviación estándar 

de 13 cm. Planteada en términos de probabilidades la pregunta es: ¿P[N(62 ; 13)]≤ 90?. La 

respuesta es: 98,4 %. Esta respuesta no es muy alentadora pues se encuentra fuera del rango 

de confiabilidad que suele ser de 95%. En cierto modo, podría interpretarse como que el 

asentamiento medido no pertenece a la familia  de valores del asentamiento calculado.  

Ello no es en modo alguno un fracaso del método probabilista. El método 

probabilista no garantiza mejores  resultados que el determinista. No es una teoría nueva, 

más exacta, que ofrece resultados más precisos. En realidad, lo que hace es dar un uso 

adicional a  los datos, con el fin de asignar una probabilidad a cada uno de los posibles 

resultados. 

Aunque el utilizar limites de confianza de 95 % en obras de tierra ha sido objetado 

por razones de costo, la necesidad este límite queda demostrada en este caso. Si se aplica 

este criterio, se encuentra que el asentamiento para un límite de confiabilidad de 95% 

debería ser menor que valor esperado más dos veces la desviación estándar 

(aproximadamente y por tratarse de una distribución normal), es decir ρ95% ≈ 62+2x13= 88 

cm., suficientemente cercano al medido en campo.   
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 Es conveniente tener en cuenta que este es un caso excepcional en geotecnia por el 

cuidado con que fue realizado, pues se trataba de un trabajo de investigación aplicada que 

fue seguido por investigadores y profesionales de la más alta calificación. Aún así el 

resultado sale fuera de los límites de confiabilidad normalmente utilizados (95%).  Este 

límite, que es admitido rutinariamente en el control de la calidad de muchos productos, con 

mucha más razón debe ser aceptado en las obras de tierra donde los costos y los riesgos son 

grandes (incluyendo vidas humanas) y donde se trabaja con materiales de propiedades muy 

variables, aplicando métodos de cálculo aproximados. 

Analizando los resultados en sí mismos, en el capítulo Nº 2, al tratar la influencia de 

del ángulo de fricción interna y del coeficiente de fricción base del muro-terreno, se puso 

de manifiesto la necesidad de mejorar la determinación de este último debido a las 

diferencias en los coeficientes de variación de ambas variables. Una de las cualidades de 

los métodos de probabilidades es poner de manifiesto la jerarquía de las variables que 

intervienen en un cálculo, tanto por su influencia en el resultado como la necesidad de una 

mayor precisión en su determinación. Esta situación se repite en este caso, como consta en 

el análisis que sigue: 

En  los cálculos de la lámina 4.5, la  varianza de los incrementos del asentamiento 

Var[∆ρ], (segunda de las ecuaciones (4.19)) es la suma de una componente debida a la 

relación de compresión, [δ(∆ρ)/δ(CR)]2·Var[CR], más una segunda componente debida a la 

presión crítica [δ(∆ρ)/ δ(P’c) ]2·Var[P’c]. Si se analizan los valores de Var[∆ρ] se verá que 

la influencia de la segunda componente es despreciable respecto a la de la primera. Esto es 

debido a dos efectos: el primero de ellos es que el coeficiente de dispersión de CR es de 

50%, mientras que el de P’c, que varía en cada estrato, oscila entre 3% y 13%. El segundo 

efecto es que la el cuadrado de la derivada respecto a CR es entre 3,5 y 7,0 veces mayor 

que el cuadrado de la derivada respecto a P’c. Esto hace que la influencia de la dispersión 

de los valores de CR sea aproximadamente treinta veces mayor que la de la dispersión de 

P’c. Por lo tanto, el análisis probabilista expresa de una manera clara y tajante que el 

calculista debe concentrarse en una mejor definición de CR y que, inclusive, puede dejar de 

considerar a P’c como una variable aleatoria, ya que la influencia de la dispersión de esta 

variable en la dispersión total es insignificante. Finalmente, quizás pueda atribuirse la 

 147



Capítulo 4  Transformación de funciones con más de una variable aleatoria 

 
diferencia entre el valor medido y el valor calculado del asentamiento al incumplimiento de 

las hipótesis del  método unidimensional de cálculo empleado ya descrito en 4.4.2.  

4.5.5 Comparación con el análisis de sensibilidad 
Como alternativa al cálculo de probabilista se ha empleado el análisis de 

sensibilidad. El análisis de sensibilidad es mucho más limitado que el cálculo probabilista 

debido a que, como puede verse a continuación, sólo toca parte del problema. 

Como ejemplo de análisis de sensibilidad y  para comparación con el método 

probabilista, se considerará el incremento del asentamiento entre 6,00 y 8,00 m. cuyo punto 

representativo está a 7,00 m . Si se  denomina δ(∆ρ) al error absoluto en ∆ρ y δ(∆ρ)/∆ρ al 

error relativo, la expresión para la  función error relativo de ∆ρ puede calcularse a través 

del diferencial total, δ(∆ρ): 
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Donde ∆(CR) y ∆(P’c) son los respectivos errores o imprecisiones en CR y en P’c. 

Sustituyendo por las correspondientes derivadas (ecuaciones (4.20) ) se tiene: 
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En los cálculos de la lámina 4.5 se encuentran todos los valores que se necesitan 

(derivadas e incremento del asentamiento, ∆ρ, para la capa entre 6,00 y 8,00 m.). 

Utilizando estos valores, la ecuación anterior queda: 
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Como se ve, el análisis de sensibilidad destaca también el mayor peso de CR en la 

expresión del asentamiento, pero el análisis de sensibilidad sólo llega hasta allí, no dice 

nada respecto a la precisión y la influencia de la forma como se obtuvieron las variables 

que participarán en el cálculo, CR y P’c en este caso particular.  
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Muchas veces los análisis de sensibilidad se hacen por el simple procedimiento 

calcular repetidamente el valor buscado variando más o menos uniformemente y en ambas 

direcciones las variables de las cuales éste depende. Este procedimiento puede destacar la 

importancia relativa de las variables en el cálculo, pero puede resultar engañoso porque 

cada combinación de variables está regida por una probabilidad conjunta  (véase lámina Nº 

2.9 del capítulo 2) y por lo tanto la comparación entre los resultados de estas 

combinaciones no puede hacerse directamente sin atender a sus probabilidades de 

ocurrencia.   

4 . 6  M é t o d o  d e  M o n t e  C a r l o  
El método de Monte Carlo es otra forma de analizar como se propaga la 

incertidumbre de las variables de una función en los valores de esa función. El método65 

parte del concepto básico de probabilidad: si se desea conocer la probabilidad de cierto 

evento, resultado de un experimento, se realiza el experimento un número suficiente de 

veces y se calcula el cociente del número de ocurrencias del resultado deseado entre el 

número de veces que se repitió el experimento. Así, si en una caja hay cinco bolas rojas, 

dos negras, dos amarillas y una blanca, y se desea saber cual es la probabilidad de que al 

extraer cuatro bolas se obtenga una de cada color, se puede repetir el experimento unas dos 

mil veces y dividir el número de veces en que se obtuvieron cuatro bolas de distinto color 

entre el número de veces que se repitió el experimento. Con ello se obtendría una 

aproximación bastante exacta de la probabilidad real por muestreo. El método de Monte 

Carlo normalmente no se sigue tal como se ha descrito, lo normal es que se simule 

matemáticamente adjudicando probabilidades a los eventos básicos. 

Este método se recomienda en aquellos casos donde las soluciones analíticas son 

imposibles o muy difíciles de obtener. También puede emplearse como complemento o 

verificación  de los resultados obtenidos por  otros métodos (Nowak y Collins,2000). La 

razón es que el método (o técnica de simulación, como también se le llama) presenta un 

 
65 Aunque el método es muy antiguo, pues existen referencias de la metodología desde 1777 (Harr, 1987), el 
nombre Monte Carlo se atribuye a John von Neumann y a Enrico Fermi  quienes lo usarían conjuntamente 
con uno de los primeros computadores llamado ENIAC para estudiar las probabilidades de colisión de los 
neutrones (Ekeland, 1998) 
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gran conjunto de resultados donde no suele ser fácil diferenciar  los componentes 

importantes del problema de aquellos que no lo son (Christian y coautores,1992). 

En la lámina Nº 4.6 se muestra el diagrama de flujo del método referido al 

incremento del asentamiento para el estrato entre 6,00 y 8,00 m. de profundidad del 

ejemplo de consolidación que se ha venido tratando a lo largo de este capítulo. 

Como se desprende de la lámina, el primer paso es la generación de dos números 

aleatorios, comprendidos entre 0 y 1, ambos inclusive, provenientes de una distribución 

uniforme en la cual cualquier número tiene igual probabilidad de ser elegido (pdf 

rectangular). A continuación cada uno de estos números  se confronta con la función de 

probabilidades acumuladas, FPA, de las variables (en este caso CR y P’c). En respuesta se  

obtiene un valor de cada una de estas variables con una  probabilidad de ocurrencia menor 

o igual que el número aleatorio correspondiente. Con estos  pares de valores de CR y P’c se 

puede calcular un valor de ∆ρ. Si el ciclo se repite un número suficiente de veces se puede 

generar una muestra suficientemente grande de valores de ∆ρ a partir de la cual se pueden 

extraer con suficiente precisión los parámetros estadísticos de esta función. En la lamina 

4.6 se presentan los valores obtenidos en uno de estos ciclos para el estrato mencionado. 

En la figura superior de la lámina  Nº 4.7 se muestra el histograma del asentamiento 

obtenido tras una repetición de 2000 ciclos para la capa entre 6,00 y 8,00 m. de 

profundidad. El promedio de esta muestra de 2000 valores fue de 13,65 cm que compara 

bien con el valor esperado de 13,52 obtenido en los cálculos de la lámina 4.5 para la misma 

capa. La desviación estándar de la muestra fue de 6,60 que también compara bien con el 

valor de 6,63 obtenido en los cálculos (raíz cuadrada de 43,96). Tal vez se hubieran 

obtenido relaciones mejores con un mayor número de ciclos, pero hay que tener en cuenta 

que ambos métodos (primer orden segundo momento y Monte Carlo) son aproximados. 

Una de las ventajas de método de Monte Carlo es que permite conocer la forma de 

la distribución resultante tal como se muestra en la figura superior de la lámina 4.7. En la 

figura inferior de esta lámina se muestra la función de probabilidades acumulada, FPA, del 

incremento del asentamiento entre 6,00 y 8,00 m. de profundidad y se compara con la FPA 

de una distribución normal con los mismos parámetros estadísticos. La concordancia causa 

sorpresa a primera vista. Aunque las variables independientes  respondan a una distribución 
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normal, resulta difícil comprender por qué la transformación de una función relativamente 

compleja (tercera de las ecuaciones (4.17)) resulte también en  una distribución normal. La 

respuesta debe buscarse en los cálculos de la lámina 4.5. Como ya se ha dicho la influencia 

de  la variación aleatoria de P´c es insignificante en la dispersión de la función y esta 

variable es la incluida en el término de mayor complejidad de la expresión (el logaritmo). 

Por lo tanto la variable que domina la dispersión de los valores del asentamiento es CR y 

éste es una función lineal de CR, porque el primer término de la tercera de las ecuaciones 

(4.14) es determinista. La transformación lineal de una variable aleatoria conserva el tipo 

de distribución de probabilidades de la variable independiente y de allí proviene la casi 

perfecta concordancia entre las distribuciones de la figura B de la lámina 4.7. 

Por la misma razón, ahora puede decirse con mayor confianza, que la distribución 

del asentamiento total posee una distribución normal. Para el cálculo del asentamiento total 

por el método de Monte Carlo, se seguiría el mismo procedimiento de calcular los 

asentamientos parciales (∆ρ) y luego sumarlos, pero hay que tener en cuenta que deben 

usarse los mismos números aleatorios para todos los estratos en cada ciclo. Si se utilizan 

números aleatorios diferentes en cada estrato se cometería el error, al menos conceptual, de 

calcular los asentamientos parciales con parámetros diferentes en cada estrato. 

Independientemente de todo lo anterior es conveniente recordar que los números 

aleatorios generados por los logiciales  de  computadora no son realmente aleatorios ya que 

cada uno de ellos depende del valor del anterior. Cuando se repite uno de ellos todo un 

ciclo se repite (Ekeland, 1998): “Los generadores aritméticos de uso corriente hacen 

intervenir divisiones mucho más finas y ciclos mucho más largos (M~232). Sin embargo 

esos ciclos existen y pueden conducir a desagradables sorpresas”.  
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C a p í t u l o  5  

F u n c i o n e s  q u e  D e p e n d e n  d e  u n a  
R e g r e s i ó n  L i n e a l  

5 . 1 I n t r o d u c c i ó n  
En este capítulo se estudia el caso de la distribución probabilística de una variable 

aleatoria obtenida mediante el uso de una regresión lineal. 

En geotecnia es común el caso en que ciertas propiedades del terreno, ciertos 

parámetros o ciertos métodos de cálculo tienen un origen empírico y deben tratarse 

mediante regresiones, generalmente lineales. 

A esta clase pertenecen multitud de correlaciones con ensayos de campo, tales como 

el ensayo de penetración estándar SPT, cono estático, veleta etc. Estas correlaciones 

permiten estimar valores de la resistencia al corte, capacidad de soporte de fundaciones 

directas y profundas, asentamientos, etc. 

Para saber el grado de confianza que se puede tener en los valores obtenidos 

mediante estas correlaciones es necesario conocer la distribución probabilística de los 

resultados provenientes de ellas. Las  distribuciones probabilísticas de tales resultados 

deben reflejar tanto la incertidumbre de la variable con la cual se entra en la correlación 

como la incertidumbre de la propia correlación.  De esta forma, se pueden determinar 

probabilidades de falla, índices de confiabilidad etc. 

El caso que se utilizará aquí como ejemplo es el análisis probabilista de la capacidad 

por fricción lateral o fuste de un pilote en arcilla por el denominado método alfa. Este 

método hace uso de un parámetro experimental, conocido como factor de adhesión, α, para 

cuya determinación  existen varias correlaciones experimentales de diversos autores. En 

este ejemplo se utilizará una de las más recientes (Kulhawy y Phoon, 1993). 

Esta correlación, en forma de regresión lineal, se aplicará a un caso muy bien 

documentado de una prueba de carga efectuada en  un pilote excavado en arcilla (O’Neill y 

Reese, 1972). El pilote fue instrumentado en toda su longitud con lo cual se tiene una 

determinación muy precisa de su resistencia por fricción lateral.  
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Debido a que en el terreno donde se realizó la prueba de carga mencionada se 

efectuaron más de treinta ensayos de la resistencia al corte no drenada, este ejemplo 

permite caracterizar la distribución de probabilidades (fdp) de la resistencia al corte del 

terreno con una abundancia de datos muy poco frecuente en geotecnia. 

Tal como se explicó en el capítulo 1, el manejo de los pares de puntos, Su, α, que 

integran la correlación de Kulhawy y Phoon permite tratarla como una variable aleatoria 

con una distribución probabilística de varianza constante y con valor esperado variable 

dado por dicha  regresión para cada valor predeterminado de Su. 

De esta manera fue posible calcular la distribución probabilística de la resistencia 

unitaria lateral última, fsu, y estudiar su relación con el valor real obtenido en la prueba de 

carga. 

A continuación se presenta una síntesis de la teoría del comportamiento general de 

los pilotes sometidos a cargas verticales con el fin revisar los conceptos que servirán de 

base al método probabilista. 

5 . 2 C o m p o r t a m i e n t o  d e  u n  p i l o t e  s o m e t i d o  
a  c a r g a  v e r t i c a l  

5.2.1 Teoría General 
Los pilotes son elementos de fundación alargados que se utilizan cuando el subsuelo 

inmediatamente bajo la estructura a fundar no tiene suficiente capacidad portante o cuando 

una estimación de costos favorece a este tipo de fundación (Terzaghi y coautores 1996). 

También se utilizan para soportar cargas verticales de tracción u horizontales. 

Existen varios tipos de pilotes y por ende varias maneras de clasificarlos (materiales 

que los componen, formas de instalación, patentes, método de instalación etc.). Desde el 

punto de vista geotécnico las más apropiadas son aquellas que se basan, bien en su forma 

de instalación, o bien en su forma de trabajo. 

Por su forma de instalación los pilotes se dividen en: pilotes con desplazamiento y 

pilotes sin desplazamiento (Whitaker,1976; Fleming y coautores, 1985). 
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Los primeros, también llamados pilotes hincados, corresponden a aquellos que se 

hincan en el terreno desplazando lateral y verticalmente al suelo para ocupar su volumen. 

Normalmente, en terrenos granulares, este desplazamiento se traduce en una densificación 

de suelo alrededor del pilote y, en consecuencia, en una mejora de sus propiedades. Los 

pilotes con desplazamiento se subdividen en: pilotes de bajo desplazamiento, como perfiles 

hache o tubos abiertos, y pilotes de gran desplazamiento, como los prefabricados de 

concreto o los tubos cerrados en su punta66. 

En los pilotes sin desplazamiento67, por su parte, la excavación del terreno previa al 

vaciado del pilote, puede producir la relajación de los esfuerzos horizontales o radiales del 

terreno, especialmente en aquellos de sección oblonga o circular de gran diámetro y tal 

relajación puede ser causa de una disminución en la fricción lateral del futuro pilote con el 

terreno. 

Por lo tanto, el método constructivo es de gran influencia en la capacidad posterior 

del pilote, ya sea  por el efecto de densificación que tiende a aumentar la fricción del 

terreno (pilotes hincados) o por el efecto de relajación de esfuerzos horizontales o radiales 

que tiende a disminuirla (pilotes excavados). 

Por su forma de trabajo, los pilotes se clasifican en pilotes de fricción y pilotes de 

punta. En los primeros la mayor parte de la carga impuesta al pilote se transmite por 

fricción con el terreno a lo largo del fuste. Por el contrario, en los pilotes de punta la mayor 

parte de la carga es transmitida al terreno en el contacto con la base del pilote. Ello 

generalmente sucede cuando ésta se apoya en un estrato más resistente que el del fuste o 

cuando la punta es de mayor diámetro que el fuste (acampanada), o bien cuando se dan 

ambas causas. 

Esta  última clasificación es relativa, porque siempre la superficie lateral del pilote y 

el área de su punta interactúan en mayor o menor grado con el terreno, además la relación 

entre  las fracciones  de la carga transmitidas al terreno por fuste y por punta cambia al 

aumentar dicha carga exterior. Esto se verá en los gráficos que se muestran más adelante. 

Para efectos de cálculo ambas cantidades, fuste y punta se computan separadamente. 

 
66 Los pilotes tipo Franki también constituyen una categoría particular de pilotes de gran desplazamiento.  
67 También conocidos como pilotes excavados y vaciados en sitio. 
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Las modernas técnicas de instrumentación en pilotes han modificado radicalmente 

la forma de pensar que anteriormente se tenía respecto a cómo trabajan los pilotes. En 

terrenos más o menos homogéneos, a partir de pruebas de carga en  pilotes instrumentados 

y de pruebas con pilotes miniatura, se ha encontrado que: 

1) Contrariamente a lo que se creía, la capacidad de los pilotes, tanto por punta 

como por fricción lateral, no aumenta indefinida y proporcionalmente con la 

longitud del pilote sino que tiene un límite. Este límite se va  alcanzando 

asintóticamente una vez superada cierta longitud, denominada longitud (o 

profundidad) crítica. Esta longitud crítica es aquella a partir de la cual deja de 

producirse un aumento aproximadamente proporcional de la capacidad de 

soporte al seguir aumentando la longitud del pilote (Meyerhof 1976). 

2) La resistencia por fricción lateral se desarrolla mucho más rápidamente que 

la resistencia por punta y alcanza su máximo bajo una carga más baja que la 

necesaria para alcanzar la  resistencia máxima por punta68. La resistencia 

máxima por fricción lateral se alcanza bajo la carga que produce un 

asentamiento comprendido entre el 0,5 % y el 2,0 % de diámetro del pilote, 

mientras que la resistencia por punta se alcanza para cargas que producen un 

asentamiento del orden del 5% al 10% del diámetro (Fleming y coautores, 

1985). 

En la Lámina 5.1 se muestran los resultados de un pilote de 11,3 m. de longitud y 

33 cm de diámetro, instrumentado e hincado por vibración en arena (Mohan y coautores 

1963). La figura C de dicha lámina es ilustrativa de la forma en que la carga aplicada al 

pilote se transfiere al terreno. 

Una de las primeras cosas que destaca en la  figura C es la relación entre la carga 

aplicada (ordenadas superiores de la figura)  y la carga trasmitida al terreno por la punta 

(ordenadas inferiores). Así se observa que para carga a la cual se detuvo la prueba: 110 

toneladas, la carga transmitida por la punta al terreno era de 35 toneladas, equivalente al 32 

% de la carga aplicada. 

 
68La resistencia máxima por fricción lateral es claramente identificable  en la mayoría de las  pruebas de carga 
en pilotes instrumentados, pero la resistencia final por punta no lo es. 
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Otro aspecto interesante es la forma en la cual la fricción lateral se distribuye a lo 

largo del fuste. Para quien no está acostumbrado a este tipo de gráficos, ahora frecuentes en 

la literatura, obsérvese que en la curva correspondiente a una carga exterior de 80 

toneladas, el valor de la ordenada a  seis metros de profundidad es de unas 39 toneladas y la 

carga en la punta es de 16 toneladas. Ello significa que en el tramo comprendido entre el 

tope del pilote y seis metros de profundidad se han entregado al terreno: 80 – 39 = 41 

toneladas y desde allí hasta la punta: 39 –16 = 23 toneladas. 

En estas curvas  la mayor transferencia de carga al terreno por unidad de longitud 

del fuste ocurre en aquellos tramos donde la curva tiende a acercarse a la horizontal. Por el 

contrario, en aquellos tramos donde las curvas se acercan a la vertical es donde existe 

menos transferencia de carga desde el fuste al terreno. De hecho, en los tramos donde la 

curva es vertical no hay transferencia de carga al terreno. En las curvas de la figura, los 

tramos donde éstas se acercan a la vertical son: cerca del tope del pilote y cerca de la punta. 

En el primer caso podría explicarse porque se trata de un relleno de menor resistencia que 

el material inferior y en el segundo porque la actuación de la punta reduce la fricción lateral 

en la parte inferior del fuste por razones que suelen atribuirse a la aparición de esfuerzos 

tensión, tal como lo predice la teoría elástica69 con la posible formación de grietas en el 

terreno en la zona cercana a la punta. Este fenómeno reduciría o anularía la fricción lateral 

en el área del fuste cercana a la punta (O’Neill y Reese,1972;  Ellison y coautores, 1971). 

Este es otro de los avances que se han conseguido en el conocimiento del comportamiento 

de los pilotes mediante el análisis de los resultados de pruebas de carga con pilotes 

instrumentados. 

La distribución de la fricción lateral unitaria (por metro de longitud) se muestra en 

la figura D de la lámina 5.1y corresponde a la derivada matemática de las curvas anteriores. 

A medida que la carga aplicada aumenta el  máximo de las curvas se desplaza  

gradualmente hacia  abajo, pero siempre hay una disminución cerca de la punta, casi 

seguramente por la interacción con ésta70. 

 
69 Véase, por ejemplo, Jiménez Salas y coautores, 1984, pg. 194 
70 La forma tradicional de calcular los pilotes implicaba suponer una variación lineal de la fricción lateral con 
la profundidad. 
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En la figura E se muestran las curvas carga-asentamiento del pilote La indicada 

como “total” en la figura corresponde a la suma de la fricción lateral y la punta. Cuando el 

pilote está instrumentado pueden separarse ambos efectos71. En la figura E se ha hecho esto 

restando a los valores de la carga total los correspondientes valores de la punta. Esta 

diferencia, que corresponde a la carga por fuste, se presenta mediante la curva punteada 

intermedia. En la figura se ve que la fricción lateral alcanza un máximo cercano a 80 

toneladas cuando la carga total es algo superior a 90 toneladas y de allí en adelante el fuste 

no aumenta su participación en la resistencia, razón por la cual la curva de la carga total y 

la carga por punta comienzan a ser paralelas. Es interesante observar que mientras la 

resistencia por fuste se alcanza con la carga correspondiente a un asentamiento del orden de 

0,45 % del diámetro, la resistencia por punta no muestra ningún síntoma de recesión a ese 

nivel. 

Las lecciones aprendidas en pruebas de carga especialmente en aquellas con pilotes 

instrumentados  sobre el comportamiento real de estos elementos todavía no se traducen en 

métodos racionales de cálculo que sustituyan a los antiguos, aunque sí los modifican. Sin 

embargo, existen avances en esa dirección (ver, por ejemplo Fleming y coautores,1985, Pg 

98 y ss.). 

Además de arrojar mucha luz sobre el comportamiento real de los pilotes, las 

pruebas de carga y la instrumentación han servido para generar bases de datos a partir de 

las cuales se ha correlacionado empíricamente  la capacidad de los pilotes con ciertas 

propiedades del terreno relativamente simples de encontrar (SPT, compresión sin confinar, 

etc.). Estas correlaciones recogen intrínsecamente el comportamiento real de los pilotes y 

permiten calcular su capacidad de acuerdo con las nuevas observaciones (Coyle y 

Castello,1981; Reese y O’Neill,1989 Neely,1990a;  Neely, 1990b). 

5.2.2 Métodos de Cálculo de la Resistencia por Fuste 
Existen tres métodos para el cálculo de la resistencia por fricción lateral de un pilote 

en arcilla: el método alfa (Tolimson 1977), el método beta (Burland, 1973; Kulhawy y 

 
71 Cuando el pilote no está instrumentado puede estimarse  la resistencia total por fricción lateral haciendo una 
prueba de tracción una vez finalizada la prueba normal por compresión.  
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Jackson, 1989) y el método lambda (Vijayvergia y Fotch, 1972). De éstos, el de uso más 

frecuente, con mucho, es el método alfa y es el que se utilizará en el presente trabajo. 

 El método alfa supone que la resistencia unitaria lateral del pilote, fsu, (cociente 

entre la resistencia lateral total y el área perimetral  del pilote) es una fracción de la 

resistencia al corte no drenada de la arcilla, Su. El método alfa es empírico, no tiene una 

explicación teórica o semiteórica formal como la tienen los otros dos métodos nombrados. 

Esta fracción, o factor, que relaciona la resistencia al corte no drenada con la fricción lateral 

unitaria  en el pilote se supone constante en toda la longitud del pilote72 y se denomina 

factor de adhesión, alfa (α). 

La obtención del valor de alfa tras una prueba de carga es teóricamente simple, 

basta con medir la fricción lateral unitaria  del pilote y dividirla por el promedio estimado 

de la resistencia no drenada, obtenida a partir de ensayos de campo o de laboratorio, a lo 

largo de la longitud del pilote73. A la inversa, si se conoce el valor de alfa por alguna 

correlación válida con la resistencia al corte: 

 su uf Sα= ⋅  (5.1) 

Donde fsu es la resistencia por fricción unitaria en el fuste, como ya se indicó. La 

resistencia total lateral viene dada por: 

  (5.2) Area Lateral del Pilotesu suF f= ×

En el caso particular, pero muy común, de pilotes rectos cilíndricos: 

 su suF f D Lπ= × × ×  (5.3) 

Donde D y L son el diámetro y la longitud del pilote respectivamente. 

Existen gráficos, de varios investigadores, que correlacionan los valores de α y Su. 

En cualquier texto acreditado de fundaciones pueden encontrarse muchos de ellos 

                                                 
72 Las mediciones de pilotes instrumentados demuestran que esto no es cierto (O’Neill, 1972), pero en 
realidad lo que se hace es trabajar con el valor promedio. 
73 Algunas correlaciones se hacen con el valor de Su dividido entre  la presión vertical media en la 
profundidad del pilote. Ver, por ejemplo, Fleming y coautores,1985. Cuando el pilote no está instrumentado, a 
la resistencia total medida se le resta la resistencia por punta estimada como 9xSux área de la punta. Esta 
expresión no es del todo exacta, aunque es aceptable y además la resistencia por punta suele ser 
comparativamente pequeña en los pilotes en arcilla. 
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(Tolimson, 1977; Fleming y coautores, 1985; Coduto, 1993). La relación que se usará aquí 

es una de las más recientes. 

En la lámina 5.2 se muestra la relación debida a Kulhawy y Phoon (1993). Esta 

relación es válida solamente para pilotes excavados. En realidad, en las figuras de la lámina 

se muestra sólo parte de la relación, porque la figura original incluye otra relación para la 

fricción lateral de pilotes en rocas blandas en el mismo gráfico. 

La figura superior (figura A) muestra la relación entre α y Su en papel logarítmico y 

en ella se muestran dos regresiones. La primera, en línea fina discontinua, es la propuesta 

por Kulhawy y Phoon, para usos prácticos, con el fin de redondear los coeficientes de la 

expresión real, pero ésta expresión no corresponde exactamente a la recta de mínimos 

cuadrados (capítulo 1). Dicha expresión de redondeo es: 

 
0,5

0,5 uS
Pa

α
−

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.4) 

Donde Pa es la presión atmosférica y está colocada allí con el solo propósito de 

hacer que la expresión sea adimensional y pueda ser usada en cualquier sistema de 

medición sin necesidad de transformación de unidades. En el sistema métrico Pa ≈ 1,0  

Kg/cm2. 

La línea gruesa representa la recta de mínimos cuadrados y es la que se usará en este 

trabajo a fin de mantener consistencia con el método estadístico. De todas formas, puede 

haber alguna inexactitud en el traslado de los puntos de gráfico desde el artículo original al 

presente trabajo. La expresión para α es: 

 
0.415

0, 4966 uS
Pa

α
−

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.5) 

En la figura inferior de la lámina se muestra la misma  relación de los logaritmos en 

escala natural. Este tipo de figura, que no es usual (lo usual es el papel logarítmico), se 

emplea en este caso porque en los cálculos se supondrá, tras la consiguiente prueba, que Su 

puede asimilarse a una variable aleatoria de distribución lognormal (capítulo 1). 
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5 . 3  C á l c u l o  d e  l a  R e s i s t e n c i a  l a t e r a l  d e  
u n  p i l o t e  s o m e t i d o  a  C a r g a  V e r t i c a l  p o r  
M é t o d o s  P r o b a b i l i s t a s  

5.3.1 Presentación del Caso 
Uno de los casos mejor documentados sobre pruebas de carga en pilotes 

instrumentados es el presentado por O’Neill y Reese (1972) en la Arcilla de Beaumont en 

Houston, Texas EEUU. En este terreno se ejecutaron cuatro pruebas de carga en cuatro 

pilotes excavados de características diferentes. De estas cuatro pruebas, una de ellas se es 

estudiará por métodos probabilistas en este capítulo. 

El pilote elegido (denominado S1 en el artículo original) tiene  7,0 m. de longitud, 

76 cm de diámetro y se encuentra inmerso en su totalidad en una arcilla de alta 

compresibilidad (CH) fisurada. En la figura A de la lámina Nº 5.3 se muestran las 

condiciones del terreno y del pilote y en la figura B de la misma lámina se muestran los 

resultados de la prueba de carga de del pilote. 

Los resultados de los ensayos de resistencia al corte no drenada mostrados en la 

figura A  de esta lámina provienen de ensayos triaxiales CIUC74 realizados en muestras de 

36 mm. de diámetro y 71 m.m. de altura, talladas a partir de muestras de 76 mm. de 

diámetro, recuperadas con  muestreadores de pared delgada. Los autores atribuyen la 

dispersión de los valores de la resistencia al corte a la fisuración de la arcilla. La dirección 

de la fisuración es totalmente errática. 

La razón de elegir solamente la primera  prueba, S1, y no las cuatro se debe a que 

las condiciones de instalación los cuatro pilotes son diferentes y cada una  conduce a un  

criterio de cálculo distinto y, por lo tanto, los resultados no son comparables entre sí. En 

efecto: aunque los cuatro pilotes eran del mismo diámetro: 76 cm; el segundo, S2, tiene la 

misma longitud y diámetro de S1, pero su base es acampanada de 2,28 m. de diámetro. El 

tercer pilote, S3, tiene las mismas dimensiones de los anteriores, pero se dejó un vacío 

ventilado de 30 cm entre su punta y el terreno de forma de que no actuase la resistencia por 

punta y el cuarto pilote, S4, tenía una longitud de 14,0 m y fue excavado con lodo 

bentonítico. 

 
74 Consolidado, isotrópicamente, no drenado, en compresión. 
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Por lo tanto, la comparación estadística del comportamiento de todos los pilotes no 

tiene mucho sentido. Los pilotes S1 y S2 pudieran ser comparables porque en el presente 

trabajo sólo se analizará la resistencia por fricción. Es conveniente observar, de todas 

formas, que a pesar de que el pilote S2 poseía una base mucho mayor que la de S1, los 

resultados de la resistencia lateral fueron casi idénticos en ambos pilotes75. 

El pilote S3, por su parte, es similar geométricamente a S1 excepto por el hecho de 

que no pudo ofrecer resistencia por punta al haberse dejado ésta separada del fondo de la 

excavación. Ya se ha mencionado que la interacción que existe entre la punta y la parte 

inferior del fuste reduce la fricción lateral en ese sector, y en el artículo en referencia 

(O’Neill y Reese 1972) se hace hincapié en ello. Al no existir interacción con la punta, es 

de esperar una mayor resistencia lateral por desaparecer la interacción punta-fuste, como de 

hecho ocurrió. Por esta razón, el resultado de la resistencia por fuste en  S3 es algo mayor 

que la de S1. Sin embargo, el pilote S3 no es un pilote convencional sino experimental. 

Todos los pilotes que se construyen comercialmente trabajan por fuste y punta y por lo 

tanto sufren esa interacción. 

El pilote S4 fue excavado con la ayuda de lodo bentonítico, procedimiento común 

en pilotes bajo el nivel freático y ello parece haber reducido notablemente su resistencia 

lateral durante la prueba, tal como se indica en el artículo. No existen métodos de cálculo 

que tomen específicamente en cuenta el efecto de la bentonita y por esta razón este pilote 

no se considera en el presente trabajo. Esta prueba de carga, sin embargo, tiene un valor en 

la vieja disputa sobre si el uso de lodo bentonítico durante la construcción del pilote 

disminuye su resistencia lateral. 

5.3.2Análisis de los valores de Su 
En este caso se tratará a α y a Su como variables aleatorias. La primera, α, proviene 

de la  correlación con Su (lámina 5.2) y la segunda, Su, es la variable aleatoria que 

representa la población la resistencia no drenada del sitio de muestreo. En geotecnia son 

comunes los casos como éste donde  se trabaja con  valores provenientes de ensayos y a la 

vez debe usarse una correlación empírica proveniente de la literatura para obtener un 

 
75 También es interesante observar que en ambos casos el asentamiento del requerido para el máximo 
desarrollo de la fricción lateral fue muy similar.  
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segundo valor. Cuando se calcula en forma determinista, es problema se resuelve eligiendo 

un valor de la propiedad del terreno obtenida en los ensayos y el valor buscado dado por la 

correlación, pero se desconoce el grado de confianza que tiene el resultado . 

 De allí la utilidad  de tratar estadísticamente estos casos con el fin de estimar la 

dispersión del tercer valor conocida la de los dos primeros. En este caso: los parámetros 

estadísticos de la distribución de  fsu conocidos  los de Su y α. 

Para interpretar estadísticamente los valores de Su, primero debe investigarse si 

existe una relación entre  la resistencia al corte y la profundidad. En geotecnia es muy 

frecuente que muchas propiedades del terreno cambien con la profundidad bajo un mismo 

punto. 

En la figura A  de la lámina 5.4 se muestra la variación de los valores de Su con la 

profundidad. A  simple vista no parece existir ninguna correlación. La línea casi vertical en 

el centro de los valores de la figura es la recta de mínimos cuadrados y el cuadrado del 

coeficiente de correlación muestral, R2, es: 0,0015, indicativo de que menos del uno por 

ciento del cambio de los valores de Su es explicable por la profundidad. Por lo tanto, al no 

encontrarse correlación entre Su y la profundidad, puede suponerse que Su es una variable 

aleatoria independiente y se pasará a estimar su distribución probabilística (fdp). 

En la figura inferior de la misma lámina se muestra la comparación de la curva de 

frecuencias acumuladas de Su con la distribución normal que mejor se les ajusta, obtenida a 

través del papel de probabilidades. La coincidencia es razonablemente buena. 

En la figura superior de la lámina siguiente, 5.5, se muestra, en el papel de 

probabilidades, el ajuste de los valores de Su a esta correlación normal. A partir de la figura 

se obtiene que E[Su] = 7,73 T/m2, σ[Su] = 2.52 y CV[Su] = 32,16%. 

En la figura inferior de la misma lámina 5.5 se muestra la correlación de los valores 

del logaritmo de Su con la distribución lognormal que mejor se ajusta  ellos. Es decir, se 

está investigando si los valores de Su también pudiesen ajustarse a una distribución 

lognormal. En este caso la correlación es más deficiente que en el anterior. En efecto, el 

cuadrado del coeficiente de correlación es de 0,985 en el primer caso y 0.954 en el 

segundo. Por lo tanto, es  más apropiada la distribución normal. Sin embargo, se optará por 
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la distribución lognormal dado que la relación empírica entre Su y α a utilizar en este caso  

es logarítmica (lámina 5.2). El tratamiento matemático será más sencillo si se utiliza una 

distribución lognormal para Su como se verá más adelante76. 

Finalmente, queda otro punto por analizar. Como puede verse en la lámina 5.4, en la 

figura donde se muestra la distribución de los valores de Su con la profundidad, existe un 

valor extremo de 16,76 T/m2 a una profundidad de 0,27 m. Los ajustes a las distribuciones 

normal y lognormal de Su antes mencionadas se hicieron sin incluir este valor. Ahora debe 

probarse que en verdad dicho valor no pertenece a la población de los valores de Su. 

Como primer paso, considérese la distribución normal adoptada para Su con un 

valor esperado: E[Su] = 7,83 T/m2 y una desviación estándar σ[Su] = 2,52 T/m2 ¿Cuál es la 

probabilidad de obtener un valor igual o superior al mencionado de 16,76 T/m2 en una 

distribución así? La respuesta es: P[Su ≥ 16,76] = N[7,83 ; 2,52] ≥ 16,76 = 1,96 x 10-4. 

Como se ve la probabilidad de obtener tal  valor es, a efectos prácticos, nula. Si se 

considera el caso de la distribución lognormal para Su, la probabilidad sería  de 0,0118, es 

decir del orden de 1 %, que de todas formas es muy baja. Por lo tanto, no se tomará en 

cuenta este valor que podría interpretarse como un error en el ensayo o quizás como una 

muestra particular del terreno no afectada por las fisuras. En ambos casos, la probabilidad 

de que ese valor pertenezca a la población estadística de Su es muy baja. 

5.3.3 Análisis Probabilista de la relación entre α y Su 
A fin distinguir los  valores de la resistencia no drenada  obtenidos en el terreno 

donde se efectuó la prueba de carga (lámina 5.1) de  los valores de la resistencia no drenada 

que figuran en la correlación de Kulhawy y Phoon (lámina 5.2) se seguirá denominando Su 

a los primeros y se llamará (Su)c a los segundos. 

 Como ya se estableció en el Capítulo 1, una regresión  lineal puede interpretarse 

como una relación entre dos variables de forma que para cada valor de la primera la 

segunda pueda ser considerada como una variable aleatoria con una distribución 

 
76 El tratamiento será más sencillo porque, al tratarse de logaritmos, el logaritmo del producto de Su·α se 
convertirá en suma de sus logaritmos lo cual dará origen a una función aleatoria lineal que es más fácil de 
manejar que un producto. De todas formas, de no adoptarse esta simplificación en este momento habrá que 
adoptar otra simplificación similar más adelante mediante series de Taylor, como se hizo en el capítulo 
anterior.  
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probabilística (generalmente una distribución normal) de valor esperado dado por la 

regresión lineal en cada punto. La dispersión (varianza y desviación estándar) se consideran 

constantes en  todo el rango de la regresión y, por lo tanto, independientes de los valores de 

la primera variable. 

Según Berk y Carey (2000), para aceptar estas suposiciones  hay que probar cuatro 

hipótesis: 

1) La relación es lineal 

2) La distribución probabilística que se asociará a al valor dado por la 

regresión lineal en cada punto es normal con un valor esperado de 

cero 

3) Los residuos tienen varianza constante. 

4) Los residuos son independientes entre sí. 

En el caso de la relación entre α y (Su)c, sólo sería necesario probar las tres 

primeras hipótesis, la cuarta, independencia de los residuos, es sólo para fenómenos 

estocásticos, es decir aquellos donde la variación depende del espacio o del tiempo.   

Muchas de estas hipótesis pueden aceptarse como válidas por simple inspección 

visual, aunque para cada una existen métodos rigurosos de verificación (Crow). Así, en el 

caso de linealidad, las figuras de la lámina 5.2 parecen indicar que sí existe un relación 

lineal entre los logaritmos de α y (Su)c. 

Respecto a las otras dos hipótesis, distribución normal y varianza constante, en la 

lámina 5.6 se muestran los valores de la correlación y los calculados mediante la regresión 

y en la lámina 5.7, figura A se muestra el gráfico de los residuos en papel probabilístico 

normal. Se observa que éstos se adaptan bastante bien a una distribución normal cuyo valor 

esperado es 1,34 x 10-5, es decir, prácticamente nulo y cuya desviación estándar es el 

inverso de 5,3294, es decir,  0,18764. 

En la figura inferior de la misma lámina se presentan los valores de los residuos 

como función de los valores calculados de (Su)c (última vs. penúltima columnas en la tabla 

de la lámina 5.6). No parece haber una tendencia aparente en la dispersión de los residuos y 
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su distribución parece ser  aleatoria e independiente de los valores de (Su)c, con lo cual 

podrían aceptarse las hipótesis sobre la distribución normal y varianza constante para los 

residuos. 

Aceptando pues, que las condiciones antedichas se cumplen, la relación entre los 

logaritmos de (Su)c y α, para cualquier valor de establecido de Su, puede expresarse como: 

 ln( ) 0,415 ln( ) 0,6999 N(0;0,18764)uSα = − ⋅ − +  (5.6) 

Donde el último término, representa la distribución normal de los residuos con valor 

esperado nulo. 

5.3.4 Parámetros de la Distribución de Probabilidades de la Resistencia 
Lateral Unitaria, fsu 

5.3.4.a Valor Esperado de la Resistencia Lateral 

La expresión para el cálculo de la fricción lateral por el método alfa, en un pilote 

cilíndrico recto, en arcilla, viene dado por la ecuación (5.3) anterior: 

 su suF f D Lπ= × × ×  

Donde fsu, la resistencia lateral unitaria última es el producto de la resistencia no 

drenada Su por el factor de adherencia α. Es decir: 

 ( )su uF D L Sπ α= × × × ×  (5.7) 

Como en este caso se suponen distribuciones lognormales para α y Su, es 

conveniente expresar la ecuación anterior mediante logaritmos: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln lnsuF D L Suπ α= × × + +  (5.8) 

Dado que la ecuación anterior es una ecuación lineal de variables aleatorias el valor 

esperado de ln(Fsu) viene dado por: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln lnsuE F D L E Su Eπ α= × × + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  (5.9) 

Esta es la principal razón de haber adoptado distribuciones lognormales para las 

variables, a pesar de que era más aceptable la distribución normal para Su (lámina 5.5). 

También contribuyó el hecho de que la relación de Kulhawy y Phoon entre Su y α ya viene 
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impuesta en logaritmos, como muchas otras en geotecnia. La razón de adoptar la 

distribución lognormal para Su, es pues, el poder convertir los productos y cocientes en 

funciones lineales utilizando las propiedades de los logaritmos.  

Volviendo al caso del valor esperado de Fsu, ya se ha establecido que E[ln(Su)] = 

2,006 (lamina 5.5, figura B), mientras que E[ln(α)] debe calcularse a partir de la relación 

aleatoria dada por la ecuación (5.6) que es también una relación lineal: 

 ln( ) 0,415 ln( ) 0,6999 N(0;0,18764)uSα = − ⋅ − +  

En consecuencia y sabiendo que E[N(0 ; 0,18764)] =  0, el valor esperado de 

E[ln(α)] viene dado por: 

 [ ] [ ]ln( ) 0,415 ln( ) 0,6999 0,00uE E Sα = − ⋅ − +  (5.10) 

Y dado que fsu = Su·α (ecuación(5.1)) entonces ln(fsu)= ln(Su) + ln (α). Por lo tanto: 

 ( ) ( ) ( )ln ln lnsuE f E Su E α= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

Sustituyendo E[ln(Su)] por 2,006, los valores esperados de las variables son: 

 

( )

( )

( )

ln 0,1084

ln 0,5757

ln 1,3496

u

su

E S

E

E f

α

=⎡ ⎤⎣ ⎦

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

=⎡ ⎤⎣ ⎦

 (5.11) 

Los valores esperados de Su, α y fsu no pueden ser calculados todavía porque es 

necesario conocer las respectivas varianzas. Recuérdese que de acuerdo a lo expuesto en el 

capítulo 1, ln (E [ (fsu)]) ≠ E[ln(fsu)]. 

5.3.4.b Varianza y Desviación Estándar de la fricción lateral 

Volviendo a la ecuación de ln(Fsu) (Ecuación(5.9)) 

 ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln lnsuF D L Suπ α= × × + +  
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Aprovechando nuevamente las ventajas de las relaciones lineales, pero recordando 

que ln(Su) y ln(α) no son variables independientes entre sí, la ecuación (4.3) del capítulo 4 

se particulariza a: 

 

( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Var ln Var Var ln 0 Var ln

Var ln Var ln Var ln 2 ln ln ln , ln

su su su

su

F D L f f

F Su Su Su

π

α σ σ α ρ

= × × + = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + ⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ α ⎤⎦

(5.12) 

La varianza de ln(Su) ya se estableció en 0,35972 = 0,1293 (figura B, lámina 5.5), 

mientras que la varianza de ln(α) puede calcularse a partir de la relación entre α y Su 

(ecuación(5.6)): 

 ln( ) 0,415 ln( ) 0,6999 N(0;0,18764)uSα = − ⋅ − +  

Aplicando nuevamente esta propiedad de la varianza para funciones lineales pero 

ahora al caso de una función lineal de variables independientes entre sí: 

 
[ ] ( ) [ ] ( )

[ ]

2 2Var ln( ) 0,415 Var ln( ) 0,18764

Var ln( ) 0,0523

uSα

α

= − ⋅ +

=

 (5.13) 

Es interesante observar que la dispersión o varianza de los valores de ln(α) 

dependen tanto de la dispersión de la regresión lineal entre ln(su) y ln(α) (término: 

0,187642 en la ecuación anterior), como de la dispersión de ln(Su) (término: –0,4152 x 

Var[ln(Su)] en la misma ecuación). Esta condición se muestra gráficamente en la lámina 

5.8. En la figura A de dicha lámina se muestra el planteamiento general del problema y en 

la Figura B la idealización con los valores esperados,  regresión y dispersiones de las 

variables involucradas. 

 Para completar los componentes de la ecuación (5.12) queda por calcular el último 

factor, es decir, ρ[ln(Su), ln(α)]. Este coeficiente de correlación no se conoce realmente. Se 

conoce el coeficiente de correlación entre una muestra de Su y una muestra de α, que son 

las que constituyen la regresión lineal de Kulhawy y Phoon  presentada en la lámina 5.2. 

Para esta regresión el cuadrado del coeficiente de correlación muestral es 
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{R[ln(Su),ln(α)]}2 = 0,7211 y, por lo tanto, R[ln(Su),ln(α)] = (0,7211)1/2 = -0,8491 (ver 

también tabla lámina 5.6). Este valor de R es realmente una aproximación al coeficiente de 

correlación ρ. 

Aceptando esta aproximación en lugar del valor legítimo del coeficiente de 

correlación, puede ahora calcularse la segunda de las  ecuaciones (5.12): 

( ) ( )

( ) ( )

Var ln 0,1293 0,05748 2 0,1293 0,05748 0,8491

Var ln Var ln 0,0419

su

su su

F

F f

= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦

= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Una vez conocidas las varianzas pueden calcularse los parámetros de las 

distribuciones lognormales de Su, α y fsu, aplicando las ecuaciones dadas en el capítulo 1 

para este fin: 

 
( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) ( )

2 2

21
2

ln ln CV 1

ln ln ln

X X

E X E X X

σ

σ

= +⎡ ⎤⎣ ⎦

= −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

A través de estas expresiones, se obtienen los siguientes valores: 
 
Su 
E[Su] =7,93 T/m2 

σ[Su] = 2,95 T/m2

CV[Su] = 37,20% 
 

α 
E[α] = 0,58
σ[α] = 0,134 
CV[α] =23,10 % 

 
 

fsu
E[fsu] =    4,18 T/m2 

σ[fsu] =    0,87 T/m2

CV[fsu] = 22,54 % 
 
 

Es interesante observar que el coeficiente de variación de fsu es menor que los 

coeficientes de variación de las variables de donde proviene. Esto puede explicarse porque 
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la correlación entre estas dos últimas variables es negativa, es decir: a valores altos de Su se 

opondrán valores bajos de α y viceversa, manteniendo el producto de ambos dentro de un 

rango intermedio y reduciendo así la dispersión. 

5.3.5 Aplicación de los Resultados 
El valor de la carga lateral última total, Fsu, soportada por el pilote durante la prueba 

de carga fue de 90 toneladas (ver figura B, curvas carga asentamiento de la lámina 5.3) por 

lo tanto la fsu, promedio real viene dada por ese valor dividido entre el  área perimetral del 

pilote (ecuación (5.3)), es decir: 

 2

90 T5,38
0,76 7,0 m

su
su

Ff
D Lπ π

= = =
× × × ×

 

Este valor es aproximadamente 29 % mayor que el valor esperado de 4,18 T/m2 

calculado para la población. La carga total calculada utilizando este valor sería  de 70 

toneladas aproximadamente en lugar de las 90 T medidas en la prueba) 

A partir de los resultados obtenidos pueden plantearse preguntas como: ¿Qué valor 

de fsu debe utilizarse en el cálculo para tener un 95 % de confianza que el valor real de fsu 

será superior al utilizado en el cálculo? 

Dado que se conocen los parámetros de la distribución normal de los logaritmos de 

fsu: E[ln(fsu)] = 1,43 T/m2 y σ[fsu] = 0,87 T/m2, puede calcularse, mediante tablas o 

cualquier logicial adecuado, el valor de ln(fsu) que corresponde a un área de 5% en la 

distribución normal de los logaritmos de fsu
77. Dicho valor resulta igual a 1,101, por lo tanto 

fsu

su

. Por supuesto, la pregunta anterior  y su respuesta suponen el no 

conocer el resultado de la prueba de carga y, además, lleva implícita la aceptación del 

método de cálculo como exacto. 

 para una confiabilidad de 95% es igual a: e  = 3,01 T/m . Este resultado expresa que 

existe sólo una probabilidad de 5% de que el valor real de f

1,101 2

 sea menor que 3,01 T/m  y 

95% de que sea mayor

2

78

                                                 
77 Recuérdese según lo tratado en el capítulo 2 que el área de la fdp correspondiente a un valor de una variable 
es la misma que en la fdp de la transformación en este caso, la transformación es de la forma Y=ln(X) 
78 El ingeniero siempre espera que los valores de la resistencia por él calculados sean iguales o menores que 
los de la demanda. 
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5.3.6 Importancia del coeficiente de correlación 

En el cálculo de la desviación estándar de fsu intervinieron las desviaciones estándar 

de las poblaciones lognormales supuestas para Su y α y el coeficiente de correlación de la 

relación entre ambas (R = -0,85, lámina 5.2). Este coeficiente de correlación proviene de la 

comparación dos muestras de 48 elementos de Su y α (correlación de Kulhawy y Phoon). 

Esta correlación, como ya se ha dicho, es muestral y no poblacional por lo tanto  el 

coeficiente de correlación obtenido es una aproximación al verdadero entre poblaciones. 

La expresión general para el coeficiente de correlación muestral (capítulo 1) cuando 

se trata de N pares de muestras de las variables  aleatorias X e Y, viene dada por: 

 [ ] [ ]
( ) ( )

1
, 1,

N

i x i y
i

x y x y

x m y m

CoV x y NR X Y
s s s s

=

− ⋅ −

−= =
⋅ ⋅

∑
 

Comparando esta expresión con la también indicada en el capítulo 1 para la 

pendiente, m, de la regresión lineal y manipulando ambas  puede concluirse que: 

 ( )ln( ); ln x

y

sR Su m
s

α =⎡ ⎤⎣ ⎦  (5.14) 

Si se utiliza esta expresión para calcular el coeficiente de regresión de ln(Su) vs. 

ln(α), pero, en lugar de emplear las desviaciones estándar de la muestra que forman la 

correlación de Kulhawy y Phoon, se utilizan las de las poblaciones de ambas variables, y 

recordando que m = -0,415; σ[ln(Su)]= 0,36 y σ[ln(α)] = 0,23; se obtiene:  

 ( ) 0,36ln( ); ln 0,415 0,65
0,23

R Su α = − × = −⎡ ⎤⎣ ⎦  

Si con este valor se calcula nuevamente  la desviación estándar de fsu se obtiene 

σ[ln(fsu)] = 0,27  en lugar de 0,20, obtenida anteriormente utilizando R[ln(Su),ln(α)]= -

0,85. 

Indiscutiblemente, este nuevo valor de R[ln(fsu);ln(α)]=-0,65 es un híbrido que toma 

valores muestrales (m) y poblacionales (σ[ln(Su); σ[ln(α)]), pero los resultados calculados 
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coinciden mucho mejor con los obtenidos por el método de Monte Carlo como se describe 

a continuación. 

   Ya se estableció en el capítulo anterior, que siempre es conveniente utilizar el 

método de Monte Carlo como una verificación de los resultados de otros métodos. Por esta 

razón se utilizó este método como verificación de los resultados obtenidos hasta ahora. 

 En la lámina 5.9 se muestra el diagrama de flujo del procedimiento seguido para la 

aplicación del método de Monte Carlo. Se observa que en cada iteración es necesario 

generar dos números aleatorios, el primero de ellos para la obtener un valor del ln(Su). Este 

valor a su vez servirá para obtener el valor esperado de ln(α) en la regresión. Mediante el 

segundo número aleatorio se obtiene un valor de alfa en la distribución pertinente al valor 

esperado antes obtenido. Se obtienen así en cada ciclo sendos valores de los logaritmos de 

Su y α cuya suma conduce a un valor del logaritmo de fsu. El proceso se repitió cinco mil 

ciclos y posteriormente se calcularon los promedios y desviaciones estándar de todas las 

variables que intervienen en el cálculo. 

En la figura A de la lámina 5.10 se comparan los resultados analíticos utilizando el 

coeficiente de correlación obtenido mediante la ecuación (5.14) con los provenientes del 

método de Monte Carlo. En los parámetros relativos a Su y α las diferencias porcentuales 

en ambos métodos son insignificantes. Ello no significa nada en particular, pues el método 

de Monte Carlo se nutre de las distribuciones supuestas para estas variables. Es interesante 

observar, sin embargo, que el coeficiente de correlación generado a través  del método de 

Monte Carlo es igual al calculado mediante la fórmula (5.14). Ello es también consecuencia 

de las condiciones impuestas al método en este caso y no significa ninguna mejora en el 

coeficiente de correlación de Kulhawy y Phoon. Simplemente, lo que indica es que si se 

desea una mejor coincidencia entre el método analítico (ecuación(5.12)) y el método de 

Monte Carlo debe usarse el coeficiente de correlación dado por la ecuación (5.14) en la 

ecuación (5.12). La calidad de la respuesta siempre estará sujeta a la calidad de la 

correlación entre Su y α y a la calidad del ajuste de las poblaciones supuestas para estas 

variables en cada caso. 

El valor de fsu calculado suponiendo R[ln(Su),ln(α)] = -0,65 fue de 4,34 T/m2 en 

lugar de 4,18 calculado con R[ln(Su),ln(α)]= -0,85. La diferencia no es importante, pero si 

 181



182



183



Capítulo 5  Funciones que dependen de una regresión lineal 

 
lo es la dispersión. El coeficiente de variación de fsu en el primer caso fue de 20,57 % 

mientras que en el segundo es de 27,65 %. Con este nuevo parámetro, el valor de fsu que 

debería usarse en los cálculos para tener un 95% de confianza de que el valor real de fsu 

será mayor es de 2,68 T/m2, en lugar de 3,01 T/m2 calculado con R[ln(Su),ln(α)]= -0,85. La 

respuesta no debe extrañar: un coeficiente de correlación de 0,85 indica menos dispersión 

que uno de 0,65 y por lo tanto más confianza en los cálculos. La decisión de cuál usar 

queda a cargo del ingeniero. 

5.3.7 Probabilidad de Falla 
¿Cuál es la probabilidad de falla de un pilote calculado de esta manera? Si se acepta 

por falla el que el valor calculado sea mayor que el valor real de la prueba, la pregunta  a 

responder es: ¿P[fsu ≥ 5,38 T/m2]? De los 5000 valores  obtenidos aleatoriamente por el 

método de Monte Carlo, 861 de ellos resultaron inferiores al valor real del pilote. Según la 

definición de probabilidad como frecuencia relativa dada en el capítulo 1: P[fsu≥5,38 T/m2] 

= 861  / 5.000 = 17,20%. En vista de que los resultados obtenidos por el método de Monte 

Carlo son casi idénticos a los obtenidos a partir de la fdp de fsu cuando se emplea 

R[ln(Su),ln(α)]= -0,65, puede concluirse que la probabilidad de falla será la misma si se 

calcula a través de la fdp mencionada.   

En geotecnia es usual un factor de seguridad de 2,00 o 2,50 según la magnitud de la 

obra (Coduto,1993, tabla 11.1). Para un factor de seguridad de 2,0 la probabilidad de falla 

en este caso es de P[fsu/2 ≥ 5,38 T/m2]. En este caso sólo 2 valores de los 5000 generados 

en el método de Monte Carlo superaron este valor. Por lo tanto P[fsu/2 ≥ 5,38 T/m2] = 

2/5000 =0,0004 (4 x 10-4). 

En la figura B de la lámina  5.10  se muestra la distribución lognormal de fsu 

calculada también con R[ln(Su),ln(α)]= -0,65. En la misma figura se muestra el valor 

esperado y el valor real medido en la prueba. 

Finalmente, si se utiliza R[ln(Su),ln(α)]= -0,85, la probabilidad de falla viene dada 

por: P[fsu≥5,38 T/m2]= 16,06 %,  la cual es algo inferior a la calculada con R[ln(Su),ln(α)]= 

-0,85, como era de esperar.  
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α Factor de Adhesión lateral  terreno-pilote
A∩B Intersección de los eventos A y B
AUB Unión de los eventos A y B 

β Índice de confiabilidad
B Ancho de una fundación

b(x, N, p) Distribución de Bernoulli
c Cohesión

Cc Índice de compresibilidad
CH Arcilla de alta compresibilidad

CIUC Ensayo triaxial isotrópicamente consolidado no drenado
c'm Cohesión efectiva mobilizada
CN

x Combinaciones de N elementos tomados de x en x
CR Relación de compresión
Cr Índice de recompresibilidad

CV[ ] Coeficiente de variación de una fdp
d Profundidad de asiento de una fundación
D Diámetro
∆ Incremento

∆'σv Cambio en el esfuerzo vertical efectivo: σ'vf - σ'vo

e Relación de vacíos
E[ ] Valor esperado o promedio de una fdp
e0

Ea
Valor de la fuerza de Empuje Activo según la fórmula de 
Rankine

εz Deformación vertical
φ Ángulo de Fricción Interna

F
Valor de la fuerza de fricción entre la base de un muro y el 
terreno de fundación

Φ(Z) Valores de la función normal reducida
fdp Abreviatura de Función Distribución de Probabilidades
φ'm Ángulo efectico de fricción interna mobilizado

FPA Abreviatura de Función de Probabilidades Acumulada
FS Factor de Seguridad
fsu Resistencia lateral unitaria máxima (última) en un pilote
Fsu Resistencia lateral total máxima (última) en un pilote

fY(y) Función de Distribución de probabilidades de la variable 
aleatoria Y

FY(y) Función de Probabilidades Acumulada de la variable aleatoria 
Y

γ Peso Unitario de del suelo
H Altura

IXX
Momento de inercia de un área,volumen o masa respecto a un 
eje XX

L Longitud

µ
Coeficiente de fricción entre la base de un muro y el terreno 
de fundación
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m Promedio de los valores de una muestra

N(a,b) Distribución Normal de promedio "a" y Desviación Estándar 
"b"

Nq, Nγ, Nc
 Factores  en la ecuación de capacidad portante de una 
fundación 

P[A] Probabilidad del evento A
P'c Presión crítica de sobreconsolidación

pX(xi) Probabilidad de que la variable aleatoria X tome el valor x i

pxy(x,y) Función Densidad Conjunta de Probabilidades de x e y

Q Resistencia o capacidad de una estructura a un cierto efecto o 
carga 

qs Presión aplicada por una fundación al terreno
qsadm Presión admisible o de trabajo del terreno (qsu/FS)
qsu Presión última o capacidad de soprte de una fundación
R Carga o efecto de una carga sobre una estructura
ρ Asentamiento
R Empuje de Rankine, Coeficiente de correlación mustral
r Coeficiente de correlación muestral

RR Relación de recompresión
ρxy(x,y) Coeficiente de corelación de la variables aleatorias  X e Y

s Resistencia al corte
σ Esfuerzo normal
s Desviación estándar de los valores de una muestra

σ[ ] Desviación Estándar de una fdp
Su Resistencia no drenada de una arcilla
σ'vf Esfuerzo vertical efectivo final
σ'vo Esfuerzo vertical efectivo inicial

τ Esfuerzo cortante
V Volumen
V0 Volumen inicial

Var[ ] Varianza de una fdp
W Peso
Z variable aleatoria reducida
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