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Luis Leén Montilla

Introduccion

Podemos decir actualmente que el analisis funcional es la tendencia abs-
tracta del analisis, la cual comenzo a ser desarrollada por algunos matematicos
europeos en los anos de las dos primeras decadas del pasado siglo XX. Entre
esos matematicos destacan Fredholm, Volterra, Hilbert y Riesz. Inicialmente,
estos matematicos resolvieron problemas de ecuaciones integrales, autovalores
de operadores y desarrollos ortogonales.

También uno de los principales pioneros en el desarrollo de esta rama de la
Matematica, fue el polaco S. Banach, el cual compaginé en su libro publicado
en el ano de 1932 y reeditado en 1987 con titulo Theory of linear operations
[1] muchos de los principales resultados conocidos hasta ese tiempo.

Nuestro proposito fundamental al redactar este libro es desarrollar algunos
topicos basicos del andlisis funcional tratando, digamos a un nivel intermedio,
la teoria de los espacios normados, la de los espacios de Banach, y también la
de los operadores lineales acotados.

Nuestro texto se desarrolla en tres capitulos. El primero, el cual llamamos
“ Espacios normados,” se ha dividido en cuatro secciones. A nuestra primera
seccion se la ha denominado “Definiciones y resultados preliminares” porque
alli damos algunas de las nociones de uso mas frecuente en el andlisis funcional
como el de conjunto absorbente, balanceado y convexo, capsula convexa, nor-
ma, espacio normado y algunas propiedades de la norma. También se dan al-
gunos conceptos topoldgicos, habiendo definido previamente la topologia fuerte
de un espacio normado.

En la segunda seccion se da inicialmente el concepto de sucesion en un es-
pacio normado para después pasar a caracterizar los elementos de la clausura
de un subconjunto de un espacio normado como limites de sucesiones de ele-
mentos de éste. También, introduciendo previamente el concepto de funcién
continua de un espacio topolégico (X, 1) en otro (Y, 7y), se muestra un Teo-
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Introduccién

rema de Continuidad Global, y después una consecuencia de éste, el Teorema
de Conservacion de Compacidad.

La seccién 1.3 contiene una buena lista de ejercicios propuestos como ejem-
plos y en cada uno de ellos hemos dado los detalles de la solucion. Finalmente,
la ultima seccion presenta una variedad de ejercicios que el lector debe resolver
(en algunos de los cuales se introducen nuevos conceptos).

El segundo capitulo trata sobre espacios de Banach. En la seccion 2.1 se
demuestran las desigualdades clésicas de Holder y de Holder - Minkowsky; en
la seccion 2.2 se da la nocién de espacio de Banach dada por S. Banach. Entre
otras proposiciones y resultados mostramos un Teorema de Caracterizacién
para Espacio de Banach (Teorema 2.9).

En la seccién 2.3 damos algunos ejemplos de espacios de Banach. Entre
otros mostramos, con respecto a una norma definida previamente, la completi-
tud de los espacios de sucesiones

P(p>1); co v Il

También en nuestra seccién 2.4, ademas de definir espacio de Banach sepa-
rable, damos una Demostracién del Lema de Riesz y la (2.5) presenta nuestra
lista de ejercicios.

El tercer capitulo trata sobre operadores lineales acotados. En la primera
seccion se ha motivado el concepto de acotacién de un operador lineal, del hecho
de que toda transformacion lineal de R™ en R™ es acotada. Introduciendo pués
para un operador lineal 7' las nociones de acotacion y continuidad se muestra
en la proposicion 3.3 que:

T es acotado <= T es continuo.

Ahora bien, definiendo los espacios L(X,Y) y B(X,Y) mostraremos en el
teorema 3.6 que B(X,Y’) es un espacio de Banach con la norma:

11| Analisis funcional I
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T(x
171 — sup 171
=20 ||
En la seccion 3.2, especificamente en el teorema 3.11, mostramos que en
Dimension finita todas las normas son equivalentes. También damos el impor-
tante concepto de operador cerrado.

La seccion 3.3 da una lista de ejemplos de operadores lineales acotados.
Entre otros, destacan el operador de Fredholm, el operador Shift (a la izquierda
y a la derecha) y la proyeccién candénica. Mostramos como un ejemplo también
un teorema de extensiéon de operadores y dando la definicién de operador
compacto se muestra que el operador de Fredholm lo es.

Al final en la seccién 3.4 presentamos nuestra lista de ejercicios a resolverse.

Esperamos que este texto sea de utilidad para aquellos estudiantes que
comienzan con el estudio de esta importante area de las Matematicas.
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Capitulo

Espacios normados

1.1. Definiciones y resultados preliminares

Comenzaremos esta seccién recordando el concepto de espacio vectorial,
por ser ésta una de las mas importantes estructuras algebraicas que son objeto
de estudio en el Andlisis Funcional lineal.

En lo que sigue, a menos que explicitamente se especifique lo contrario, el
simbolo F denotara el cuerpo de los niimeros reales 6 complejos.

Definicién 1.1 Sea X un conjunto no vacio (abstracto). Supdngase que en el
congunto X x X estd definida una operacion llamada “suma” y en F x X otra
operacion denominada multiplicacion por escalar, tal que si

(x,y) e X x X y (a,z) € F x X el resultado de cada una de éstas opera-
ciones sobre éstos elementos es otro elemento de X denotado por x + 1y y ax
respectivamente, y que ademds se verifican las siguientes propiedades:

(P) z+y = y+u, Vz,y € X (Propiedad conmutativa,).
() z+(y+2) = (v+y)+2z  Va,y,z€ X (Propiedad asociativa).
(Ps) Eziste un unico elemento en X denotado por 0 y tal que

r+0 = 0+ x, VrelX.
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Capitulo 1 Espacios normados

Este elemento se llama el elemento neutro para la suma.

(Py) Para cada x € X, existe un unico elemento —v € X tal que:
z+(—z) = (—z)+z = 0.

El elemento —z se llama el simétrico aditivo de x € X

(Ps) lz = z, VeeX, 1 eslaidentidad de F
(Ps) a(Bx) = (af)z, a,feF, xzeX

(P7) (a+ fB)r = ax+ Bz, a,feF, xzeX
(Ps) alz+y) = ax+ ay, aeF, mzyelX.

Entonces, X se llama un espacio vectorial sobre el cuerpo F. Los elementos

de X se llaman vectores.

Observacién 1.1  (a) Se supone que el lector de este libro estd familiarizado
con los hechos bdsicos de la teoria de espacios vectoriales. De todas for-
mas recomendamos tener a la mano un libro de Algebra lineal, por ejem-

plo [7], en el momento de leerlo.

(b) Las operaciones de suma y multiplicacion por escalar de un espacio

vectorial X inducen las funciones:

pr: X xX —X

P FxX —X

definidas por
pi(z,y) = v+y

po(a,x) = ax

respectivamente.

8| Anélisis funcional 1
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Definicién 1.2 Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto no vacio S de X
se llama un subespacio vectorial de X si:

ar+ Py e S Var,yeX, a, e F.

Ast, si S es un subespacio vectorial de X, entonces, 0 € S.

Definicién 1.3 Sean X un espacio vectorial, xo € X y A € F. Entonces, si
A es un subconjunto no vacio de X, definimos:

(a) zo+A = {zo+a: a€ A}
(b) xvo—A = {zg—a: ac A}
(c) NA = {)da: a€ A}

Si B es otro subconjunto no vacio de X, entonces:

(d) A+B = {a+b: a€ A, be B}

Definicién 1.4 Un subconjunto A de un espacio vectorial X se dice:

(a) Convezo: Si el “segmento de recta” Az + (1 — )y queda contenido en
A, VzyeA 0<A<1, estoes:

A+ (1-NyeA, VzyeA 0<A<1
(b) Balanceado: Si NA C A, cuando |\ < 1.

(c) Absorbente: Si para cada x € X, existe un X\ >0 tal que x € \A.

Con el propédsito de caracterizar los subconjuntos convexos de un espacio
vectorial damos la siguiente definicion:

An4lisis funcional T | 9



Capitulo 1 Espacios normados

Definicién 1.5 Sea X un espacio vectorial. Un x € X se dice una com-
binacion convexa de los elementos x1,xo,...,x, de X si existen escalares

A, Ay v AdpenRceon X\, >0, 1=1,2,...,n vy Z)‘i = 1 tal que:
i=1

n
i=1

Proposiciéon 1.1 Un subconjunto K de un espacio vectorial X es convezro si
y solo si cualquier combinacion convexa de puntos de K es un punto de K.

Demostracion
(<) Sean x,y € K. Entonces, por la hipétesis el elemento
z =X+ (1-Ny€eK,
para 0 < X\ < 1. Asi, K es convezxo.

(=) Supongase que K es convexo y S = {x1,79,...,2,} un nimero
finito cualquiera de elementos de K.

Procederemos por induccion sobre n.
Sin = 1, es evidente.
Sin =2, y A\ >0, Ao >0 tales que \y + X o = 1, entonces, es claro
que 0< A\ <1 y 0< <1 yas’
z = M+ Ay € K.

Supongase que el resultado es cierto para n elementos x1,xs, ..., x, en K,
esto es,

Z:)\1$1+)\21’2++)\nl’n€K, )\ZZO, Z)\Zzl
=0

10| Analisis funcional I



1| Luis

Leon Montilla

Sea x,,1 € K. Veamos que:

n+1

r = )\1!13'1+)\21’2+...+)\nl’n+)\n+1l’n+1GK, )\220, Z A= 1

i=1
Consideremos los casos siguientes:

Caso 1. Cuando M,.1 = 1, entonces, \; = 0 para i =1,2,
re K.

Caso 2. Cuando 0 < \,y1 <1. Sea

Ai
1- )\n-l—l’

~.
I

/62': 1,2,...,77,

Entonces,

_ i =l _
2 b= T T T !

A
i=1 i=1 ntl

Luego, por la hipotesis de induccion,
n
Z 6@352 e K
i=1
y ya que K es convexo, entonces,

n+1

Z At = (1= Apg1) Z Bir; + (1 — (1 = A1) T
i=1 i=1

lo cual concluye la demostracion.

co,m, Y ast

eK

A continuacién introducimos el importante concepto de capsula convexa.
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Definicién 1.6 Sea A un subconjunto no vacio de un espacio vectorial X. La
capsula convezxa de A denotada por co(A) es:

co(A) = {Z ey €X, a;>01i=1,2,...,n, Zai = 1}
i=1

1=1

Es facil verificar usando la caracterizacién dada en la proposicién anterior
que co(A) es un subconjunto convexo de X, y ademés es el convexo “maés
pequeno” de X que contiene a A, esto es,

Aa
co(A) = m

A, convexo

A, DA

Si A es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial X es fécil verificar
que el conjunto:

sp(A) := {Z o oo €R) xy € A, i:1,2,...,n}
i=1

es un subespacio vectorial de A, y se llama el subespacio vectorial real generado
por A. Note que co(A) C sp(A).

A continuacién se introduce el importante concepto de norma sobre un

espacio vectorial.

Definicién 1.7 Sea X un espacio vectorial. Una funcion,

- X —R

z = |l

que verifique las siguientes propiedades:
(A1) |z|| >0 y ||z|] = 0«2z = 0.

12| Anélisis funcional I
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(A2) |l = (A ||, AeF, zeX
(A3) e +yll <llzll +llyll, Yo,y eX,

se llama una norma sobre X. Al par (X, || - ||) se le llama un espacio

normado.

La propiedad (A3) se llama la desigualdad triangular.

Toda norma verifica la importante desigualdad dada en la siguiente proposi-
cién

Proposicién 1.2 Sea (X,||-||) un espacio normado. Entonces,

H:cII—HyH‘SHw—yH, Ve X

Demostracion

Recordemos que si a > 0, entonces:

|z <a<= —a <z <a.

Asi,

||| — IIyII' <z =yll <= —llz —yll < ]| = [lyll < llz —yl].
Expresando:
= (x—y)+y, entonces |lz|] = [|(z—y)+yll <llz—yll+Ilyll

Luego,  [[z]| = [lyl] < ||z = y]|.

Expresando:
y = (y—=x)+ax, entonces |[y|[<|ly— ||+ ||z, luego

Anélisis funcional T | 13



Capitulo 1 Espacios normados

Wyl = llzll < lly =2l = |z —yll, estoes, —[lz—yll <[] =yl lo
que concluye la demostracion. |
Con la finalidad de definir una topologia en un espacio normado (X, || - ||)

recordaremos la definicién siguiente:

Definicién 1.8 Sea X un conjunto no vacio. Una funcion
d : XxX—R

(z,y) F—d(z,y)

se llama una métrica sobre X si verifica las siguientes propiedades:

(A1) d(z,y) >0 y dz,y) =02z =y

(A2) d(z,y) = d(y,z), Vr,ye X

(A3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vr,y,z € X (Desigualdad triangular)
Al par (X, d) se le llama un espacio métrico.

Proposicion 1.3 Sea (X, || -||) un espacio normado. La funcién.

d: X xX —R

definida por
d(l’vy) = ||£L’—y||, ZL’,’yGX

es una métrica sobre X.

Demostracion

Es facil verificar (A1) y (A2). Por otra parte, como

d(z,y) = [lv =yl = |lv—2z+z—-yll

< le =2l + [z =yl = d(z,2) +d(z,y)

14| Anélisis funcional I
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Vx,y,z € X, obtenemos también que (A3) es cierta.
Ast, todo espacio normado es un espacio métrico, con la métrica

d(l’,y) = Hx_yuv x,yEX

Definicion 1.9 Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion T de subconjuntos
de X se llama una topologia para X si se satisfacen las siguientes propiedades:

(A1) ¢, X €T

(A2) Si {As}aer C 7, donde I es un conjunto de indices de cardinalidad
arbitraria, U AL ET
acl

n

n
C 7, entonces m A, eT
=1 i=1

(A3) Si {Al}

Al par (X,7) se le llama un espacio topoldgico. Los elementos de la
coleccion T se llaman conjuntos abiertos.

Si (X,7T) es un espacio topoldgico, un subconjunto B de X se llama
cerrado si su complemento B¢ := X\B es abierto en X, esto es B° € 1

Definicion 1.10 Sea (X, T) un espacio topoldgico.

(a) Una vecindad de un x € X es un subconjunto G de X, que contiene
algin abierto A que contiene a {x}, esto es,

reACd

(b) La topologia T se dice Hausdorff (6 Ty) si dados x,y € X, x # y existen
vecindades V, de x y V, de y tal que

VanVy = ¢

Anélisis funcional T | 15
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Definicion 1.11 Sean (X, ||-||) un espacio normado, y d la métrica inducida
por la norma || - ||. Sean xy € X, y r > 0. Entonces,

(a) La bola abierta de centro xq y radio r es:

B(xzg,r) == {x €X :d(z,xy) = ||z —wxl] < r}
(b) La bola cerrada de centro xq¢ y radio r es:

B(zg,7) == {xGX sd(x, ) = ||x— x| §7’}

Definicion 1.12 Sea (X, ||-]|) un espacio normado. Un subconjunto no vacio
A de X se dice abierto si para cada v € A existe un r, > 0 tal que:

B(z,r,) C A

El conjunto vacio ¢ lo consideramos como un abierto en X ya que inicial-
mente no existe ningun elemento en €l que nieque nuestra definicion.

Proposicion 1.4 Sea (X,||-||) un espacio normado. Entonces,

(a) X es un conjunto abierto.
(b) Sizo€e X, y r>0, entonces B(xg,r) es un conjunto abierto.

(¢) B(xo,r) es un conjunto cerrado en X.
Demostracion

(a) Evidente.

16| Analisis funcional I
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(b) Sea x1 € B(xg,r). Tomemos rq

z € B(xy,7r1) vamos a tener que:

d(z,x0) = |]z = @ol| =

IA

= r —d(zg, 1), entonces ry > 0 y si

||z — 1 + 21 — 0|
|12 = 21| + |[21 — 0]|
7’1"— HSL’l —SL’(]H

r—d(xg,z1) + ||[x1 —x0|| = 7

Por tanto, B(x1,1m1) C B(wo,7) y asi B(xo,r) es abierto en X.

(¢) Para verificar que B(xo,7) es un conjunto cerrado, mostraremos en-

tonces que:

B (xo,7) := {z e X

s d(z,x0) = ||z — o >7’}

es un conjunto abierto. En efecto, sea zy € Ec(xo,r)_y tomemos
r = d(xg,2) —r > 0. Afirmamos que B(zy,71) C B (x0,7). En efecto,

sea z € B(zy,11). Entonces,

120 = 2ol | = |[20 = 2+ 2 = wo|| < |20 — 2 + [|2 = 2ol],

como ||zg — xo|| = r1+r, obtenemos:

ri+7r <|lzo—z|| + ||z — xol|| < r1+ ||z — x0]|

esto es, ||z — xol| > 1, lo que concluye la demostracion. |

Proposicion 1.5 Sean (X, ||-||) un espacio normado y T la siguiente coleccion

de subconjuntos de X

Anélisis funcional T | 17
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T =

{E C X : E es abierto en el sentido de la definicion 1.6}

Entonces T es una topologia para X y se llama la topologia
fuerte de X.

Demostracion
Debemos verificar los axiomas (A1), (A2) y (A3) de la definicion 1.9.

La propiedad (A1) es evidente.
Verificaremos (A2). Sea {As}acr C 7. Veamos que U A, € 7. En efecto,

acl
st x € U A, entonces x € A,, para algin indice oy. Como A,, es abierto,

ael
existe un rq, > 0 tal que B(x,r4,) C Aags y por tanto

B(z,74,) C U A,

ael

Verificaremos ahora (A3). Sea {A;}, C T, yz € ﬂ A;. Entonces,
i=1
1 =1,2,...,n tal

1,2,3,...,n, y por tanto existe y; > 0,
,Yn}, entonces

x € A;, para i =
= min{y,2, ...

que B(z,v;) C At = 1,2,...,n. Sea ~y
B(z,v) C A;, parai=1,2,...,n y por tanto

n

B(z,~) C m A;

i=1

Proposicion 1.6 La topologia T dada la proposicion 1.5 es Hausdorff (6 Ty ).

Demostracion
Sean x,y € X,z #y. Entonces d(z,y) = ||z —y|| > 0. Todmese
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eyl
4
Afirmamos que B(xz,v)(\B(y,y) = ¢. En efecto, si en caso contrario

B(w,7) N B(y,7) # o, evistiria un = € B(z,7) \B(y, ), luego

=yl = o= 2+ 2= gl] < fla -2l + flz — ol < L2l el

lo cual es una contradiccion. [ |

Definicion 1.13 Sean (X, || - ||) un espacio normado y A C X. Entonces

(a) El interior de A denotado por int(A) es:

int(A) := {x € A : existe un vy > 0 tal que B(x,7y) C A}

(b) La frontera de A, denotada por OA es:

0A = {xEX : para cada r >0, B(x,r)NA# ¢, B(x,r)ﬂAC#gb}

(c) El exterior de A denotado por ext(A) es:

ext(A) = int(A°)

Definicion 1.14 Sean (X,||-||) un espacio normadoy A C X. Unxg € X
se llama un punto de acumulacion de A si cada vecindad de xqy contiene un
punto de A diferente de x

Anélisis funcional T | 19
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Nota 1.1 La definicion 1.14 expresa que si Vy, es cualquier vecindad de x
en (X, || -|]), entonces

Vo, NA#¢

donde V= Vi, \{zo}. Ya que B(zo,7) es una vecindad de xy, para cada
r > 0, entonces xy es un punto de acumulacion de A si y solo st

~

B(zg,7)NA # ¢

donde también
Bl(zo,r) := B(zo,7)\{z0}
Denotamos por:

A = {x € X : x es un punto de acumulacion de A}

Definicion 1.15 Un subconjunto A de un espacio normado (X, ||-|]) se dice
acotado si existe un M > 0 tal que:

|z|| < M, VzeA.
Es claro que B(zo,7) y B(xg,r) son subconjuntos acotados.

La siguiente proposicion nos permite caracterizar los subconjuntos cerrados
en un espacio normado.

Proposicion 1.7 Sean (X,||-||) un espacio normado y A C X. Entonces,

A es cerrado < A C A
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Demostracion

(=) Supdngase que A es cerrado en (X, ||-||) pero A" ¢ A. Entonces, existe
algin x € A’ tal que x & A. Luego x € A° y como A es cerrado, A° es abierto,
por tanto existe un r > 0 tal que:

B(z,r) C A°
Pero por otra parte, como x € A’,

~

B(x,r)NA#¢

se sigue entonces, que AN A £ ¢ lo cual es una contradiccion. Asi, A’ C A.

(<) Reciprocamente, sea A’ C A y x € A°. Entonces x ¢ A y asi también
por la hipdtesis x & A', luego existe un r > 0 tal que

~

B(x,r)NA = ¢

En consecuencia, B(x,r) C A, con lo cual concluimos que A° es abierto,
y asi (A°) = A es cerrado. [

Seguidamente damos la importante definicion de clausura de un subconjunto
de un espacto normado.

Definicion 1.16 Sean (X,||-||) un espacio normado y A C X.
La clausura de A denotada por A es el conjunto cerrado mds pequeno de
X que contiene a A, esto es, si:

F es otro cerrado en (X,]|| - ||) tal que F D A, entonces F D A.

Es claro que
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a7

F., cerrado
FoaDA

Ademds,

A es cerrado < A= A

Queremos ahora mostrar que
A= AUA

Para esto mostraremos inicialmente la siguiente:

Proposicion 1.8 Sean (X, || - ||) un espacio normado y A C X. Entonces
AU A’ es un conjunto cerrado.

Demostracion

Veamos que (AU A')¢ es un conjunto abierto. En efecto, sea

re(AUA) :=ANn(A)
Entonces v € A yx € (A), yasix € A yx & A'. De la definicion de
A" eziste un € > 0 tal que B(x,e) N A := ¢ y asi, B(x,e) C A°. Afirmamos
ahora que B(z,e) C (A)°. En efecto, sea y € B(x,€). Como B(x,€) es un
conjunto abierto, existe un r > 0 tal que B(y,r) C B(x,€). Ahora bien, como
B(x,e) N A = ¢, también B(y,r) N A := ¢, y por tanto y & A’, luego
y € (A")°. Como y es arbitrario en B(x,€) se concluye que B(x,€) C (A")°, lo
cual finaliza la demostracion. [ |

Proposicion 1.9 Sean (X,||-||) un espacio normado y A C X. Entonces

A= AUA

22| Anélisis funcional I



1| Luis Leén Montilla

Demostracion

Tenemos que:

A= AUA e ACAUA CA

Como AUA’ es cerrado por la proposicion anterior y AUA" D A, se sigue que
AUA" D A. Por otra parte, siz € AUA’, entoncesw € Adx € A. Sixz € A,
también x € A, y si x € A" se tiene que

~

B(z,e)NA# ¢ para cada € >0

Y ast

E(x, € )NA#¢ para cada € >0

Esto es, x E_(Z)’. Como A es un conjunto cerrado se sigue de la proposicion
1.9 que x € A. [ |

Hasta aqui la primera seccion del capitulo 1.

1.2. Continuidad

Esta seccion contiene algunas caracterizaciones de funcion continua defi-
nida sobre un subconjunto de un espacio normado en otro. También mostra-
remos un importante teorema sobre continuidad global (Teorema 1.21).

Inicialmente comenzamos dando la siguiente

Definicion 1.17 Sea (X, || - ||) un espacio normado. Una sucesion en X es
el rango de una funcion:

f: N—X
n— f(n) = x,
T se llama el término n-ésimo de la sucesion. El rango lo denotamos por

{xn} y lo llamamos una sucesion en X. Si {nk ke N} es un subcon-

n=1
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[e.e]

junto de N tal que ny < no..., entonces xnk} se llama una subsucesion

k=1
00

de la sucesion {xn}

n=1

oo

Definicion 1.18 Sean (X, ||-]|) un espacio normado y {xn} una sucesion

n=1

o
en X. Decimos que xn} es convergente a un x € X si dado € > 0 existe
n=1
un ng € N tal que:
||z, — || <€ si n > ng
o0
En caso contrario se dice que {xn} no es convergente (¢ divergente).
n=1

o

Si {xn} es convergente a x € X, decimos también que x es el limite de
n=1

Tn cuando n — oo Yy escribimos,

lim z, = x en la topologia de la norma || - ||

n—~o0

Es claro por el hecho de ser la topologia inducida por la norma Ty que si

o0
{xn} es convergente, su limite es unico.
n=1

o0
Proposicion 1.10 Sean (X, ||-||) un espacio normado y {xn} una suce-
oo n=1
sion convergente en X. Entonces, {xn} es acotada.
n=1
Demostracion
Veamos que existe un M > 0 tal que ||x,|| < M paran =1,2,.... Sea,
lim =z, = =z.

n—oo
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Entonces, dado ¢ = 1, existe un ng € N tal que:

|z, — 2| <1 st n > no,

pero por la proposicion 1.2,

anll = [l2ll] < fan — 2l <1, si 1 =mng
Luego,
—1 <||zn|| = |]z|]| < 1 st n > ng
esto es,
|zl < 14 ||z si m > ny.
Sea M = mzix{Hle, Nz2ll, - | Tng—1l], 1 + ||xH}, entonces es evidente
que
l|lznl| < M para  n=123,...
o
Y ast, {xn} es acotada. |
n=1

La siguiente proposicion mos muestra una propiedad muy importante de la
clausura de un conjunto: sus elementos son limites de sucesiones de elementos
del conjunto, mas especificamente:

Proposicién 1.11 (Una caracterizacién de A) Sean (X, ||-||) un espa-
cio normado y A C X. Entonces,

[e.e]

r € A< existe una sucesion {xn} CcCA

n=1

tal que lim z, = =x.

n—~o0
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Demostracion

(=) Seaxc A= AUA, entoncesx € A é6x € A. Six e A, basta tomar
Tp=x paran=1,2,3..., yasi im z, = =x.

n—oo

Por otra parte, si x € A, entonces A debe de ser un conjunto infinito.
Entonces, dado € = 1 existe un 1 € A tal que:

0<|lz—z]| <1

Sea Ay = A\{x1}. Es claro que Ay C A y Ay es infinito. Como x € A,
también v € Ay (;Por qué?). Asi, dado € = 1 existe un vy, € A C A

2
(ro # x1) tal que:

1
0<||lz—z] < =

2
Consideremos ahora Ay = A\{z1,x2}. Nuevamente, Ay es infinito y tam-
bién x € A,. Luego, dado € = % existe un x3 € Ay tal que:

1

[e.e]

Continuando este procedimiento obtenemos una sucesion de elementos {l’n}
n=1

A tal que:
1
0<|lz—az,|l < -, para n=123,...
n

1 . .
Como lim — = 0, se sigue entonces que lim x,, = x, lo cual finaliza nuestra
n—oo M, n—o0

demostracion.

(<) Sea {xn} C A tal que lim x,, = x. Entonces, si {xn} consta

n—oo
de un numero finito de términos solamente, entonces x, = x para n > ng. Por

tanto, © € A, y asi también x € A.

o0
Si {l’n} consta de un numero infinito de términos, entonces
n=1
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B(z,€) N {xn} # ¢ para cada € >0,
—1

n=

y por tanto x € A’ y en consecuencia v € A. [

Definicion 1.19 Sean (X, T1) y (Y, T2) espacios topoldgicos, y D C X. Una
funcion

f:D—Y

se dice continua en un o € D si dada una vecindad V de f(xy) en 'Y, existe
una vecindad U de xy en X tal que si

relUND = f(x) e V.

Proposicion 1.12 Sean (X, || ||1) y (Y,]|| - ||2) espacios normados, D C X,
Y-

f:D—Y
una funcion. Las siguientes afirmaciones son mutuamente equivalentes:

(1) f es continua en xo € D.

(2) Dado € >0 existe un § = 6(xg,€) > 0 tal que

1f(z) = flmo)ll <e st o —ml| <0

(3) f es secuencialmente continua en xg € D, esto es, si {xn} C D tal

=1
que: "

T, — T

si n— 00, entonces f(x,) — f(xrg) si n— 0.
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Demostracion

Sin perder generalidad podemos denotar las normas || - ||1 v || - ||2 por || - ||
respectivamente.

(1)=(2) Seane>0y

V= B(f(x),€) := {yEY sy = fxo)| <e}

Entonces V' es una vecindad de f(xqg) en'Y, luego por (1) existe una vecindad
U de xg en X tal que si

reUND = f(x) eV

Ahora bien, como U es una vecindad de xq, existe un 0 > 0 tal que

B(LIZ'(),(S) C U,

luego

B(xo,6)ND CUND

Por tanto, si v € B(xg,0) N D, entonces x € UN D y asi, f(x) € V, esto
es,

| f(x) = f(zo)|| <€ si |z — zo|] < 6.

(2) = (1) Sea V una vecindad de f(zo) enY, entonces V' contiene algin
conjunto abierto que contiene a x. Asi, para algun ¢ > 0

B(f(x0),€) CV
Por (2) existe un 6 > 0 tal que si

||z — zol| <0, entonces [|f(x) — f(zo)]] <e.

Tomando U := B(xg,d) se sigue por lo anterior que si x € U N D,
entonces f(x) € V.
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(2) = (3) Sean € y 6 el par de nimeros positivos dados por la hipdtesis

(2), y g € D. Sea {xn} C D tal que x,, — ¢ st n — oo entonces, para
=1
nuestro 0 > 0 existe un 7?0 e N tal que

[|xn — zol| <6 si n > no,

y en consecuencia por (1):

f(zn) = f(zo)ll <€ si n=>mg,

esto es, f es secuencialmente continua en xg € D.

(3) = (1) Supdngase que (3) es cierta, pero que f no es continua en
xg € D. Entonces, existe alguna vecindad V' de f(x¢) en'Y tal que para cada
vecindad U de zq en X existe un xy € UN D con f(xy) € V. Sea

1
U, := {a:eX sl — x| < —}
n
Entonces, U, :== B (a:o, %) y asi, U, es una vecindad de xo paran =1,2,....

Luego existe un x, € U, N D tal que f(x,) € V para n = 1,2,... lo cual
contradice (3). |

Consideremos ahora X y'Y espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo de
escalares F. Sea

X xY = {(a:,y) cxe X, yEY}
En este conjunto X x'Y definimos las siguientes operaciones:
(01) Suma: Si (z1,y1) € X XY y (22,92) € X XY, entonces,
(21, 91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + Y2)
(02) Multiplicacion por escalar: Sia € F y (x,y) € X XY, entonces,

a(r,y) = (ar, ay)
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Proposicion 1.13 El conjunto X X Y tiene estructura de espacio vectorial
sobre F respecto de las operaciones (O1) y (02).

Demostracion

Es evidente que (O1) y (02) estan bien definidas sobre X x Y. Se deja
como ejercicio verificar todas las propiedades de espacio vectorial. [ |
Proposicion 1.14 Sean (X, ||-]1) v (Y,||||2) espacios normados. La funcion

-]+ X <Y — [0, +00)

definida por

(@, )] = Tl + [yl

es una norma sobre X x'Y. Ast, (X x Y,||-||) es un espacio normado.
Demostracion
Verificaremos que || - || cumple con todas las propiedades de una norma.

(P1) Es claro que ||(z,y)|| >0, Y(z,y) € X x Y. Ademds, si

@l = llzlli +llyll2 = 0 entonces |[z[ly =0 y |lyllz =0y
asizx =0 y y =0, por tanto (x,y) = (0,0) y reciprocamente.

(P2) En efecto,

la(z,y)ll = [l(az, ay)l] = llazll + |layl2
= lal [lz]ls +fel [lyll2
= laf(ll][s +[lyll2)
= ldll@yll  acF (ry)eXxY
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(P3) (Desigualdad triangular)
(1, 91) + (22, 92)[| = [[(@1 + 22,91 + 42)]

= ||z + |1 + |[y1 + v2ll2

< Azl + lzalln + [lwallz + [ly2l]2
= lzalls + [lyall2 + |22l 1t + [[y2]]2
= [|(z1, y)l + [[(z2, y2)]|
V (z1,y1), (x2,92) € X X Y, lo cual concluye la prueba. [

Tenemos ahora la importante proposicion:

Proposicion 1.15 Sea (X,|| - ||) un espacio normado. Entonces, las fun-
ciones:

p1: X XX =X definida por  p1(x,y) =x+y

Vo Fx X —X definida por woa, ) = ax

son continuas sobre X x X y F x X respectivamente.

Demostracion

Observemos inicialmente que cuando Y = X, la norma definida por la
proposicion 1.18 de un elemento (z,y) € X x X es:

(Il =[]l + [yl
y cuando X = F yY = X, la norma de un elemento (a,z) € F x X es:

(a, 2)[| = af + [[]]

Sea (xg,y0) € X x X. Veamos que dado € > 0 existe un 6 > 0 tal que:
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[1(z,y) — w1(z0,90)|| < € Sl I|(@,y) = (w0, 40)|| < 6.
En efecto,

[e1(z,y) — w1(zo,v0)l| = llz+vy— (2o + yo)ll
= ||z —xo+y— yol|

<l —aol[+ [y —woll <d+06 = 20 = e

Luego, basta tomar 0 < 5
Por otra parte,
||pa(ar, ) — o, o)|| = ||ax — apxol]

= |z — azg + axy — apxol|
= lla(z = o) + (v = o) o]
< e = o) || + (e — )|

= laf |lz = zol| + [or — o] [|]]

Restringiendo,

|t —zol] <0 <1 y |a—ag <<,

entonces, ya que

[zl = llzol[| < [lx —xof| <6 <1,y o] = ao]| < Ja—agf <5 <1

vamos a tener que ||x|| <14 ||xol|, v |a| <1+ |agl, luego

l[p2(cr; ) — @alao, zo)|| < (1 + |awol)||z — 2ol| + [ar — o |(1 + [[20]])
< mé+md = 2mod
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donde m = max{1+|aol, 1+||zol|}. Ast, tomando 6 < min{l, 55} obtenemos
que @y es continua en (o, o). |

Recordemos que si (X, 1) y (Y, 72) son espacios topoldgicos, una funcion

f:X—=Y

que es biyectiva (esto es, f es uno a uno y sobre) y bicontinua (bicontinua
significa que f y su inversa f~! son continuas) se llama un homeomorfismo,
y en este caso X y 'Y se dicen homeomorfos.

Las operaciones de suma y multiplicacion por escalar de un espacio vectorial
que es ademds un espacio normado, inducen dos homeomorfismos “naturales”,
hecho que expresa la proposicion siquiente:

Proposicion 1.16 Sean (X,||-||) un espacio normado, a € X y
acF, (a#0). Entonces, las funciones

T.: X — X, definida por T,(x) = z+a

M, : X — X, definida por M,(x) = ax

son homeomorfismos. T, se llama el operador de traslacion y M, el operador
de multiplicacion.

Demostracion

Dejamos como un ejercicio verificar la continuidad y biyectividad de T, vy
M,. El inverso de T, es T_, y el inverso de M, es My, para o # 0. Asi,
tenemos el diagrama
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T,
X X
Mt M,
T 71
X X
Fig. 1.1
donde
T, (z) = T o(z) = v—a
Y

M) = Myyale) = 2, (a#0)

Sean (X,7), Y,m) vy (Z,13) espacios topoldgicos, To,D; C X y
Dy C Y. Consideremos el diagrama

D, D,

gof

Fig 1.2

donde f es una funcion definida sobre Dy tal que su rango f(D1) C Dy gy
g es una funcion definida sobre Do a valores en el espacio Z. Asi, podemos
construir la compuesta de g y f denotada por g.f y definida como

(go)(x) = g(f(x))  xeDy
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Tenemos entonces la siguiente proposicion

Proposicion 1.17 Si f es continua en un xg € Dy y g también lo es en
f(zo), entonces gof es continua en xg.

Demostracion

Sea V' una vecindad de (g f)(xo) en Z. Entonces, como g es continua en
f(zo) v (gof)(xo) = g(f(x0)), existe una vecindad W de f(xqg) enY tal que

St

y e WnN Dy, entonces gly) eV

También, como f es continua en xq, existe una vecindad U de xq en X tal
que Si.
x e UnN Dy, entonces  f(x) e W,

pero también f(x) € Day, ast f(x) € W N Dy y en consecuencia g(f(x)) € V,
lo cual concluye la demostracion.

Definicion 1.20 Sean X yY conjuntos no vacios, D C X y
f:D—Y

una funcion. Sea H C'Y. La imagen inversa de H denotada por f~'(H) es:
fYH) = {x €D : f(z) € H}

Es claro de la definicion anterior que si B CY,
D = fT(B)uU fI(B").
Proposicion 1.18 Sean X y'Y conjuntos no vacios, D C X y

f:D—Y
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una funcion. Supongase que dado B C'Y existe un By C X tal que:
BiND = f7(B),

entonces,
B°ND = [7'(B)

Demostracion

Ya que
fA(BYUf(BY =D := DNBUDNB*

y por hipdtesis tenemos que By N D = f~YB), se sigue que:

B“ND = f71(B)

Ahora podemos mostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.1 Sean (X,71) y (Y, 72) espacios topoldgicos T, y
D CX. Sea
f:D—Y

una funcion. Las siguientes afirmaciones mutuamente equivalentes:

(1) [ es continua sobre D.

(2) Dado G € 1y, existe un Gy € 1y tal que

G1 NnND := f_l(G)

(3) Dado un cerrado H en Y, existe un cerrado H, en X tal que:
HiND = fY(H)
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Demostracion

(1) = (2) Sea G € 7y, esto es, G es abierto en Y. Si f71G) = ¢,
tomamos G = ¢.

Por otra parte, si f~H(G) # ¢, existe un xy € D tal que f(x0) € G, y como
G es abierto en Y y f es continua en xy, existe U, vecindad de xo en X tal
que si:

xeU,ND, entonces flz) e G

Sin perder generalidad podemos suponer que U,, es abierto en X. Repitamos
este procedimiento para cada x € f~YG), y sea

Gliz U U

zef~1(Q)

entonces, G1 es abierto en X y ademds:

G,ND = U U, | nD
zef~1(G)
= |J w.nD)
zef~1(G)
- 1)

lo cual finaliza la demostracion.

(2) = (1) Sean xo € D yV una vecindad de f(xy) enY. Entonces existe
un abierto G en'Y tal que

flxg) eGCV

Por la hipdtesis (2) existe un Gy abierto en X tal que:

GinD = f7YG),
y ya que f(x9) € G, entonces rg € f~HG) = G N D, luego g € G.
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Asi, Gy es vecindad de xo en X y si:

re G ND, entonces flz)e GCV,

esto es, [ es continua en xg € D.

(2) = (3) Sea H cerrado en Y y tomemos G := H°. Entonces G es
abierto en'Y y ast, por la hipdtesis (2) existe un abierto Gy en X tal que:

GinD = f74G)
se sigue por la proposicion 1.18 que:
Gi‘ND = f1G°

= fTU(H)
Tomando H; = G1¢ obtenemos (3)

(3) = (2) Se deja como un ejercicio.

Corolario 1.1 Sean (X, 1) y (Y, 72) espacios topoldgicos Ty, y
f: X—Y
una funcion. Entonces:

(1) f es continua sobre X <= f~1(G) es abierto en X para cada abierto
GenY.

(2) f es continua sobre X <= f~Y(H) es cerrado en X para cada cerrado
HenY.

Demostracion

Tomar D = X y usar el teorema anterior.
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Definicion 1.21 Sean (X, T) un espacio topolégicos y A C X, A # ¢. Una
coleccion {Ag}taer de subconjuntos abiertos de X se llama cubrimiento de A
S1:

Ac | Aa

ael

en donde I es un conjunto de indices de cardinalidad arbitraria.

Definicion 1.22 Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X, A # ¢. En-
tonces A se dice compacto si cada cubrimiento de A contiene un subcubrimiento
finito, esto es, si dado {Ag}acr un cubrimiento de A, existe un nimero finito
de los A, digamos

tal que:

n
Ac A
i=1
El teorema cldsico de Heine - Borel expresa que un subconjunto mo vacio

de R" (n > 1) es compacto <= es cerrado y acotado. El lector puede intentar
demostrar éste teorema como un ejercicio.

Teorema 1.2 (Preservacion de Compacidad) Sean X y Y espacios nor-
mados. Sea

f:D—Y

una funcion continua, donde D C X compacto. Entonces f(D) es
compacto en Y.

Demostracion

Sea {An}acr un cubrimiento de f(D). Mostraremos que existe un nimero
de los A, digamos Aa,, Aay, - - -, Aa, tal que:
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En efecto, ya que A, es abierto enY, y f : D — Y es continua, entonces
de acuerdo al teorema 1.19 existe un abierto B, en X tal que:

B,ND = f(A,).

Afirmamos ahora que la coleccion {Ba}acr €s un cubrimiento de D. Efec-

tivamente, sea x € D, entonces f(x) € f(D) C |J Aa, luego existe algin
acl

subindice ag € T tal que f(x) € Ay, y asiz € f7H(Any) = BayND, yen
consecuencia r € By,. Se sigue por lo anterior que la coleccion { By }acr, donde
B,ND = f7Y(A,) (o € I) es un cubrimiento de D, que por hipdtesis es com-

pacto, por tanto existe un numero finito de los B, digamos By, , Ba,, . .., Ba,
n

tal que D C |J B,,. Veamos ahora que:

=1
f(D) C U A, donde DNB, = fY4,), i=12,...,n

En efecto, sea y € f(D). Entonces, existe un o; (i = 1,2,...,n) tal que
r€ By, ND = f(Ay,)

Ast,y = f(z) € Ay,. Como y es arbitraria en f(D) concluimos que:

A,

(3

f(D) c

i=1
y por tanto, f(D) es compacto.
Nota 1.2 Sea (X, || -||) un espacio normado, D C X compacto y

f:D—K
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una funcion continua. De acuerdo al teorema anterior f(D) es compacto, luego
por el Teorema cldsico de Heine - Borel f(D) es en particular acotado en C.
Por tanto, existe una constante M > 0 tal que:

|f(x)| <M VaeeD

1.3. Ejemplos resueltos

Esta seccion contiene una tmportante lista de ejemplos con sus detalles,
que servirdn de complemento para un mejor entendimiento de la teoria desa-
rrollada en las secciones 1.1 y 1.2. En algunos de estos, cuando sea necesario,
se introduce el concepto que nos ayudard a demostrar lo que se exige en €l.

Ejemplo 1.1 Sea
R" := {x:(xl,x2,...,xn) s x; €R, i:1,2,...,n}

En R™ definimos las siguentes operaciones:
(01) Suma: Si x = (x1,29,...,2,) € R" y, vy = (y1,%2,-.-,yn) € R", la

suma de x y y denotada por x +y se define como:

r+y = (Ilax2>---7wn)+(y1>y2>"'ayn)

= (1 + Y1, 22 + Y2, .-, Ty + Yn)

(02) Multiplicacion por escalar: Si o« € F y x = (x1,29,...,2,) € R",
definimos:

axr = a1, Ty ..., Xy)

= (axy,axs,...,ax,)

FEs claro que (0O1) y (0O2) estan bien definidas y el lector puede mostrar
que se verifican todas las propiedades (A1), (A2),...,(A8) de la defini-

cion 1.1. Asi, R™ es un espacio vectorial sobre F.
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Ejemplo 1.2 Sea la funcion:
-] - R" — [0, 4+00)

definida por:

o 1/2
=] = (Z|$z|2> T = (11,22,...,7,) € R".
i=1

Entonces, || - || es una norma sobre R™. En efecto, verificaremos los axiomas
(A1), (A2) y (A3) de la definicion 1.7.
(A1) Es claro que ||z|]| > 0, V x € R™. Por otra parte, si:

" 1/2
||| = (Z‘%F) =0 = |z =0 1=1,2,....n
i=1

y reciprocamente.
(A2) Sia € F, entonces:

n 1/2 " 1/2
oz = (Z\%P) _ (zmw)
=1 =1

= lafll]] x = (21,22,...,7,) ER"

(A3) Para verificar la desigualdad triangular inicialmente verificaremos la
siguiente desigualdad:
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Six=(x1,29,...,2,) ER" y, y = (y1,Y2,-..,Yn) € R" entonces:

n
§ Z;Yi
i=1

En efecto, si x =0 0y =0, la desigualdad es evidente.
Supongase entonces que x # 0 y, y # 0. Definamos la funcion:

< [l [l

p:R— R

por
n

olt) = Y (wit +y) (4)

i=1

Desarrollando el miembro a la derecha de (A) vamos a obtener que:

n

p(t) = Z(xit+yi)2

n

= Z (22 + 2zmit + ui°)
i=1

i=1 =1 i=1
= |l=[** +2 (Z wy) t+ [lyll*

i=1

0<p(t) = Y (zt+y) = |lz)* +2 (Z xy) t+llyl”,

i=1 i=1

entonces, la representacion grifica de o(t) es una pardbola que estd situada
por arriba del eje de abcisas o intersecta éste eje en un solo punto.
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Por tanto: )
A = (zz y> — 4llalPly) < 0
i=1
esto es,
n 2
(22 xy) < 4ljz]?|lylI®
i=1
y ast,
> | < Iyl
i=1
En consecuencia:
le+yl* = D (@i+w)® = Y (@ + 2z + )
i=1 1=1

= Z $i2+22 IL"z'yi‘FZ Y’
i—1 i—1 i—1

= el +2) @i+ Jyll?

i=1

Z TilYi

i=1

< z|* +2 + |yl

< llal® + 20z iyl + i

| 2

= (ll=ll + llyl)?

extrayendo raices cuadradas en ambos miembros obtenemos que:

[z +yll < flzll + llyll Va,yeR"
R™ con la norma || - || que también es denotada por || - ||2, es representado por
Io". Asi,
" = (R [ - [[2)
Esta norma || - ||2 se llama la norma euclidiana de R™ |
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Ejemplo 1.3 Sea la funcion:
I 11 : R* — [0, +00)

definida por:

n

Izl = ) lwl @ = (21,22, 2,) ERT

i=1

Entonces, ||-||1 define una norma sobre R™. Verificaremos los aziomas (A1), (A2)
y (A3) de la definicion 1.7.

(A1) x|k = > =] >0 wya que |x;] >0 parai=1,2,... n.
i=1

Ademas, si

n
z]ly = Z ;] = 0 = x| =0 para 1=1,2,...,n
i=1

= x; =0 para 1=1,2,...,n

y reciprocamente
(A2) Si o € F, vamos a tener que:

n n
lazll = ) laz| = ) lallz|
i=1 i=1
n
= o) |z
i=1

= lalllzlx T = (21,22,...,%n) ER"
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(A3)  (Desigualdad triangular)

n

le+yl = > leitwl <Y (al+lul) = Y lzl+) lul
i=1

i=1 i=1 i=1
= [zl + llylh
para = (x1, T, ..., 7,) ER™  y = (y1,¥2,...,yn) € R™
Asi, R™ con la norma || - ||1 es denotado por I;". Por tanto,
h" = (R [ [l)

Ejemplo 1.4 Sea
|- [loo = R" — [0, +00)

definida como:

HxHOO = sup ‘xl| T = (371,.]}'2,...,1‘”) eRn
1<i<n
Verificaremos que || - ||« define una norma sobre R™. En efecto:

(A1) Es claro que si:

|2l = sup |z = 0 = |a] = 0
1<i<n

y reciprocamente
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(A2) Para o € F,

lazllo = sup |az| = sup (Jafz)
1<i<n 1<i<n
= la| sup |z
1<i<n
= laf[[z]le x = (21,72,...,2,) ER"

(A3)  (Desigualdad triangular)

|2+ yllw = Sup lzi+yil < sup (o] + [wil)

1<i<n

= sup |z;|+ sup |y

1<i<n 1<i<n

= |lzlleo + [yl
para  x = (r1,%9,...,2,) ER™  y= (y1,Y2,...,Yn) € R™
Ast, R™, dotado de la norma || - || se denota por 1..", esto es,

loo™ = (R, [ - [l)
|

Ejemplo 1.5 Sean X un espacio vectorial, || - || v ||| - ||| dos normas sobre X.
Decimos que || - || y ||| - ||| son equivalentes si existen constantes a > 0 y b > 0,
tales que:

allzll < fllzf]l < bzl  V2eX

Sea el conjunto:
N = {H s ||l es una norma sobre X}

Mostraremos que esta definicion de normas equivalentes induce una relacion

de equivalencia sobre N y que es denotada por “ ~"; esto es, “ ~" es refleziva,
simétrica y transtiva.
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(a) “~" es reflexiva, lo cual es evidente tomando a = b = 1
(b) “ ~" es simétrica. En efecto, si |- || € Ny |||- ||| € N, tales que
|1 ~ Il - |ll, entonces existen a >0 y b > 0 tales que:
allzl < flllll < bflzl]  V2zeX

De aqui vamos a obtener que:
bl < ol VzeX

y también que:
Izl < a2l VzeX,

por tanto,
oIzl < llzll < oMzl VaeX,

y ast ||| -l ~ 11 II

(c) Sean || -|l, |I-ll2 yll -3 elementos de N tales que || - [l1 ~ || - |l2 v
|2 ~ [ - lls- Veamos que || - |1 ~ || - ||3- En efecto, ya que

|- [l1~1-|lo = existen a3 >0 y by >0 tales que:

allzfly < flzlla < biflzfy Y2z e X

yll-lla~1-lls = existen ay>0yby >0 tales que:

asflzflz < lzfls < boflzlls V@€ X,

ast, vamos a obtener que:

Hx||3 < b2H$||2 < b1b2H$||1 VSL’EX,

Y que:

aaz|z|y < flzflp < [lz]ls Ve X
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En consecuencia:

aagllzlly < flzlls < biboflxfly Vo€ X,
esto es, || - |1 ~ || - |3 v concluye nuestra demostracion.

Ejemplo 1.6 Las normas de los espacios 11", 3" y l.." son equivalentes,
donde de los ejemplos 1.2, 1.3 y 1.4 sabemos que:

W= RY (1), LY =@ 2), L™= (R - loc)

donde:

n n 1/2
Izl = Y fal, llallz = (Z |in2> y ozl = sup |ail
i=1 =1

1<i<n
Mostraremos en (A) y en (B) que || -|l1 ~ - llz, |||z ~ |- l|oo, respecti-
vamente. Luego, por el ejemplo 1.5 tendremos que || - |1 ~ || + ||oo-
En efecto,
(4) 1~ 1 e Y que
2> < @l + |me® + .+ 2] para i=1,2,....n
entonces,
n
> fwl <nllzl,  VzeR”
i=1
luego
1 n
Leli< el veem

Por otra parte, como:
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2112+ |22 + 4 |z < (] + [z 4+ [z])?

vamos a tener que:

|zl < llzll,, VzeR"

1
Szl < el < ey, Ve eR"

(B) |- ll2 ~ || - lloo- Efectivamente,
z]|? = |zo]® + |z + ...+ |2)* < n Hx||oo2
esto es,
2l <Jlalle, (Vo ERY)
= |I* AT xr
Vo T
También

2
lzlle” = (suplfvil) = |z, |* < |z |* + |2of* + .+ |l

1<i<n

luego

[2lloe < [[zf],  VzeR"

en cons BCUGTLCi(I,

2] < ||2]loo < |12, VazeR"

Ry
— <
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Ejemplo 1.7 Sea (X, ||-||) un espacio normado. De acuerdo a nuestra defini-
cion 1.11 (a), la bola abierta de centro x¢ y radio r > 0 es:

B(zg,7) = {xGX : e — x| <7’}

Entonces, B(xg,r) es un conjunto convexo. En efecto, sean x,y € B(xq,r)
y 0 < A< 1. Ya que:

M+ (1=Ny—z9 = Max—x0)+ (1= XN)(y — x0)

vamos a tener que
Az + (1= Ay — ol = [|Mz —z0) + (1= A)(y — o)
< Ml = zol| + 11 = Allly — o]

< M+1=XNr =r

esto es, el “segmento de recta”:

Az + (1 =Ny € B(zo, 1)

Por tanto, B(xg,¢€) es convexo. |

Ejemplo 1.8 Sea (X, ||-||) un espacio normado y A C X convexo. Entonces A
es también un subconjunto convezo de X. En efecto, seanx,y € Ay0 < A < 1.
Mostraremos que Az + (1 — Ny € A. Efectivamente, ya que x,y € A por la

e}

proposicion 1.11 dado € > 0 existen sucesiones {xn} CAy {yn} Cc A
n=1

=1
tales que: !
€
|z, — || < 3 si n>ny
Y,
£ .
lyn =yl <5 si nzmn
Sea ng = max(ny,ns). Entonces, sin > ng :

Anélisis funcional T | 51



Capitulo 1 Espacios normados

[Azn + (1= Nyn = Az = (1 = Ayl = [[A(zn —2) + (1 = Xy = y)
< A@n = )+ 11 = X (yn = )l
= [Alllzn = 2l + 11 = Alllyn = yll

< )\(%)—l—(l—)\)% = %<5

esto es, v+ (1—N)ye€ A,
Asi, en virtud del ejemplo 1.7 y 1.8 concluimos que si (X, [|-]|) es un espacio
normado, entonces B(xg,¢€) es un subconjunto cerrado y convezo de X |

Ejemplo 1.9 Dibujar en los espacios 152, 12 y loo? la bola cerrada de centro
0=1(0,0) y radio r = 1.

Solucion

(1.9 (a)) Tenemos que Iy := (R2, || - ||). Asq,

B0.1) = {wa) e R el <1
= {(x,y)e]R? : :172+y2§1}

y sabemos de la geometria analitica que la representacion grdfica de este con-
gunto es lo que muestra la figura siguiente:
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Note que la frontera de B(0,1) no contiene ningiin segmento de recta, como
se observa en la fig 1.5.

<1.9 (b)) Ya que ,* := (R%,|| - ||) entonces,

B0,1) = {<x,y>eR2 : r\<x,y>||1s1}

— {@wer i b+pi<1f

cuya representacion grdfica es la siguiente:
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Observe de la fig 1.4 que la frontera de B(0,1) si contiene segmentos de recta.

(1.9 (c)) Ya que 1..* == (R?,|| - ||os) vamos a obtener que:

B0.1) = {) R <1}
= {@wer  suladbiy <1

- {<x,y>eR2 el <1y |y|§1}

y cuya representacion grafica lo muestra el dibujo siguiente:
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\

Fig 1.5

Note que la frontera de esta bola también contiene segmento de recta. [ |

Ejemplo 1.10 Sea
C([a,b]) := {f : [a,b] — R : f es continua sobre [a, b]}

Es claro que C([a,b]) es un conjunto no vacio. Definamos en C([a,b]) las si-
guientes operaciones:

(01) Suma:
(f+9)(z) = flx)+g(x)  wzelab], fgeC(ab])
(02) Multiplicacidén por escalar:

(af)(z) = af(x) a€F, z€lad], feC(a,b])

Entonces (0O1) y (0O2) estan bien definidas y el lector puede verificar las
propiedades (Al), (A2), ...,(A8) de la definicion 1.1. Por tanto, C([a,b]) es
un espacio vectorial.

De acuerdo a nuestra nota 1.2 existe una constante M > 0 tal que:

[f@) <M (Y€ lab])
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Sea entonces la funcion:
|- llu: C(la,0]) — R

definida por:

[fllu = sup |f(x)]

z€[a,b]

es evidente ahora que:

0 <|Iflla <400, para cada € C([a,b])

Ast, || - || estd bien definida sobre C([a,b]). Mostraremos también que || - ||, es
una norma sobre C([a,b]). En efecto,

(A1)
[fllw = sup [f(x)] = 0 <= [f(z)] =0,  Vaz¢&la

— f =0

(A2) Si aeF yfeC(ab]), entonces:

laflle = sup|(af)(@)] = suplaf|f(z)|
x€[a,b] z€[a,b]
= |af sup|f(z)]
z€[a,b]
= o || fl

(A3) (Desigualdad triangular). Sean f,g € C(la,b]). Entonces, ya que:

1f+gll. = sel[lpb}\f(fﬁ)w(ﬂf)\

dado € > 0 existe un xo € |a, b] tal que:
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1f +gllu < [f(x0) + g(wo)| + 2 < [f(2o)| + |g(xo)| + €
< | fllu+llgllu+e

como € es arbitrario, obtenemos que:

If+ gl < Il =+ llgll

Ejemplo 1.11 Consideremos la funcion:

Il = C(la, b)) — R

definida por

b
1= | 1f@)ldz
Entonces, ya que f € C([a,b]) también |f| € C([a,b]) donde:

[f1(z) = [f(2)l, = € a,b]

Las propiedades que mencionaremos a continuacion de la integral de Rie-
mann permiten demostrar que || - |1 define también una norma sobre C([a, b]).

(@) Si feC(la,b) y f=>0, entonces

[ o= 0

a
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(b) Si feC(a,b]) y esno negativa sobre [a,b] y si ademds

/bf(z)da? =0

entonces f(x) = 0, Vux € [a,b
(¢) Si a€R, entonces

b

/af@)dx = a/bf(x)dx

a

(d) Si f,geC(la,b]) vy f(x)>g(x) Vaelab], entonces

/bf(x)dx > /bg(ff)dff

(e) Si f,g€ C([a,b]), entonces

/b (@) + glado = [ f(o)de+ / g(z)da

Ejemplo 1.12 En el espacio C([0,1]) las normas:

f 1l = Sup}lf(x)l

z€la,b

1l = / f(2)|dz
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no son equivalentes. Efectivamente, si ||| v ||-||1 fueran equivalentes deberian
existir constantes ay,as > 0 tales que:

allfla <Wfle ¥ f € C(la,b]) (B)

Il <allfll Vv feC(ab]) (4)

La desigualdad (A) siempre es cierta, ya que | f(z)| < ||f]l. ¥V x € [a,b],
f € C([a,b]) y entonces

1 1
I = [1#@lds < [Iflde = 51 ¥ f & Clat)
0 0

Ahora bien, (B) no siempre es cierta. En efecto, sean:

n—n°x st xE[O,ﬂ

falz) =
0 st T € (%, 1}
entonces f, € C(la,b]) paran =1,2,3,... y por otra parte:
[ fallu = sup [fu(z)| = sup [n—n’z] = n
z€[0,1] z€[0,1]

1

| :
| fulle = [ |fa(@)|dz = [(n—n®z)dz+ [0dx
s = flomriaucs |

S|=
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paran =1,2,... Por tanto, no existe ninguna constante a; > 0 tal que

1
a1n§§ para n=12...

Ejemplo 1.13 Consideremos el espacio vectorial C([0, 1)) dotado de la norma
|- || Sea

M= {fecqo, 1) - / Fltydt / f(t)dt}

Entonces M es un subconjunto convezo y cerrado de C([0,1]). En efecto:

(a) M es convexo. Efectivamente, si f,qg € M, entonces

if(t)dt—jf(t)dt —1

1

g(t)dt — /g(t)dt =1

1

2
Hagamos, h = af + (1 —a)g € M, 0 < «a < 1. Efectuando las opera-
ctones respectivas vamos a obtener que:

o
N

1

/%h(t)dt—/lh(t)dt = a(jf(t)dt—jf(t)dt)(l—a)(ig(t)dt_/g(t)

1 1
2 2

= a(l)+(1-a)(1)
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yasi, h=af +(1—a)ge M

(b) M es cerrado. Sea entonces, {fn} C M tal que
n=1
fo—FeC(0,1]) si n—00 en |-

Veamos que f € M. En efecto, como la convergencia es uniforme sobre
[0, 1] vamos a tener que:

jfn(t)dt — jf(t)dt si n— 0

Y
1 1
/fn(t)dt — /f(t)dt si n — 0o
luego
3 1 3 1
/fn(t)dt—/fn(t)dt — /f(t)dt—/f(t)dt si n —s 0o
0 1 0 1
esto es,
3 1 3 1
/f(t)dt—/f(t)dt = lim /fn(t)dt—/fn(t)dt
0 1 0 1
= lim 1 =1
Por tanto, f € M y asi M es cerrado. [ |
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Ejemplo 1.14 Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto no vacio K de X
se llama un cono si:

Vee K y A>0 entonces A e K

Note que 0 € K y este elemento se llama el vértice del cono.
Mostraremos que un cono K de X es convero <= x+y € K, Vz,ye K

En efecto:

(=) Supdngase que K es un cono que es ademds un subconjunto convero
de X. Entonces, por la converidad de K

1 1
§x+§y€K Vre,ye K

luego por ser K un cono obtenemos que:

2 2

(<) Sea K un cono de X tal que x +y € K, VY x,y € K. Entonces,
para 0 < X\ < 1:

1 1
Tty = 2<—x+—y) eK

Are K Vee K

(1-NyeK Vye K

Luego por nuestra hipotesis:

A+ (1-NyeK

Ejemplo 1.15 Sean (X, |- ||) un espacio normado, A C X y
f:A—R

una funcion acotada (esto es, existe una constante M > 0 tal que

lf(x)| <M, YeeA) Seana € Ay > 0. Definamos:
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Qa, f,9) :sup{|f(a:)—f(:c/)| oz, GB(a,é)ﬂA}

Como [ es una funcion acotada se sigue que Q(a, f,d) es un nimero finito,
y es claro que si 0 < d; < &9, entonces

0 < Q(a, f,01) < Qa, f,0,)

ast, manteniendo a fijo y haciendo que § — 0 va a ewistir

lim  Q(a, f,0)

6—07F

El valor de este limite lo llamaremos la oscilacion de f en a y lo denotamos
por O(f,a). Asi,

0(f,a) = lim Qfa, £.9)

Demostrar que si f : A — R es una funcion acotada, entonces f es
continua en un a € A <= 0(f,a) = 0. En efecto:

(=) Sea f continua en a € A, entonces por la proposicion 1.12, dado
e > 0 existe un 0y > 0 tal que:

|f(x) — fla)] < st x € Bla,09) N A

me—fmn<§ si ' € Bla, )N A

[f(2x) = f@)] = [f(x) = fa) + fla) = f(2)]

< |f(@) = f@)] +1f(a) = F(2)]
68_8
S 17172
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Ast,

<€

Qa, f,00) = sup{|f(x) — f(2")] : x,2" € B(a,d) ﬁA} <

N ™

luego, como Qa, f,0) es creciente vamos a obtener que si:
0<d<dy
entonces,

Qa, f,0) < Qa, f,6) < = < ¢

N ™

Y en consecuencia:
0< 6l_i)r51+§2(a, f,0) <e, wpara e >0,
esto es,
0(f,a) = 5lir(§1+§2(a, f,0)<e, wpara >0

por tanto:

0(f,a) =0

(<) Sea 0(f,a) = 0. Entonces, de la definicion de 0(f,a) dado € > 0
existe un 0y > 0 tal que:

Qa, f,0) = sup{|f(:c) — f(a)] : x, 2 € B(a,éo)ﬂA} <e

510 <0 < dg, Yy en consecuencia:
[fx) = fla)l <e s flo—al <d
y ast f es continua en a € A [ |
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Ejemplo 1.16 Sean I := [a,b] y J := [c,d] intervalos cerrados de R. De-
mostraremos que I y J son homeomorfos, esto es, existe una funcion

f:l—J

que es bicontinua y biyectiva (En este ejemplo consideramos a R dotado de
la métrica usual d(z,y) = |z —y| z,y € R). En efecto, consideremos el
siguiente grafico:

Fig 1.6

Observe que la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(a,c) y Q(b,d)
es:

Definamos ahora la funcion:

por:
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Es claro que f € C([a,b]) y es ademds inyectiva por ser una funcion lineal.

Mostraremos ahora que f([a,b]) = |[c,d]. En efecto, sea y € [c,d], en-
tonces:
c<y<d
luego

0<y—c<d-c
1 b—a

Y ya que — = > 0, entonces
m d—c
b—a b—a
< —c) < — = b=
O_d— (y c)_d_c(d c) b—a
ast, también
b—a
asato—(y—c)<b

b—a .

por tanto, T = a-+ 7 (y —¢) € [a,b] y ademds:

f <a+z:i(y—0)> = ¢+ Z:; <a+ Z:Z(y—c)—a)

B +d—c b—a(_)
T Ty Ta\a—¢) e

= cty—c

=Y
Asi, f es también sobreyectiva y por tanto existe su inversa

e, d — [a,b]

que es también una funcion lineal y por tanto continua. En consecuencia, |a, b|
y [c,d] son homeomorfos.
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Note que:
f =T oM dee © T,
donde T,, Md c Yy, T_, son los operadores de translacion y multiplicacion
definidos en la pfr’oposzcwn 1.16. [ |

Ejemplo 1.17 Sean (X, - ||) un espacio normado, xo,yo € X y r > 0.
Entonces, B(xg,e) y B(yo,e) son conjunto homeomorfos. En efecto, consi-
deremos la funcion:

[ B(xo, €) — By, €)
definida por:

f(x) = (Tyo M: o T 4)(2)

r
= y0+g(flf—flf0)

Es claro que f es una funcion continua por ser composicion de funciones
continuas y evidentemente es 1 — 1. Mostraremos a continuacion que f es
sobreyectiva, esto es,

f(B(xo,¢€)) == B(yo,7)

o equivalentemente:

f(BG0) € Blnr)  (4)
Yy
B(yo, ) € f(B(x0,¢)) (B)
Efectivamente:
(A) Sea z € f(B(wo,¢)), entonces existe un x € B(xo, <) tal que
z = f(=)
Como
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flx) = yo+ E(I — p),

entonces
-
1F@) = woll = [Z@—o)|
r
= |=|llz — x|
r
= —|lz — 0|
,
< - =7
5
esto es, f(x) € B(yo,1)-

(B) (yo, ) f(B(xo,¢€)). Efectivamente, sea z € B(yy,r). Veamos que
existe un x € B(xg,¢€) tal que

fl@) = =
esto es,
,
y0+g(l’—l’0) =z
Al despejar x de esta ultima ecuacion obtenemos que:
€
xr = a:o+;(z—y0)

Por tanto,
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o= a0l = |5 =)

3

= || 1z = wol
-
9

= Z)z = ol
r

< -r =€

£
Se sigue que: x = x9+ —(2 — yo) € B(xg,€). Por otra parte:
r

@) = f(z0+=( =)
= yo+£<$o+;(z—yo)—1’o)
= Yo+2—"Y

= z
por tanto f es sobreyectiva. Asi, existe la inversa de f,

' B(yo,7) — B(z,€)
definida por

) = 20+ ;(z — o)

y es continua, y concluimos la demostracion.

1.4. Comentario final

Para la demostracion de la proposicion 1.1 nos hemos ayudado de la dada
en [10] de la proposicion 1 de la seccion 1.5 del tema 1. La de los teoremas
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1.19 y 1.21 hemos sequido las pruebas de los teoremas 22.1 y 22.5 del libro [2]
de andlisis matemdatico.

Puede consultar también el lector el buen texto Matemadticas para la Economia
[12], el cual, en su capitulo 1 muestra una lista de ejercicios sobre conjuntos
CONVETOS.

Las nociones de funcion de variacion acotada y, absolutamente continua
usadas en nuestros ejercicios 1.18 y 1.19 respectivamente, pueden consultarse
en el capitulo 1 de [11].

Queremos mencionar también que en el capitulo 2 de [3] se muestra una
numerosa lista de ejemplos de espacios normados.

1.5. Ejercicios propuestos

Esta seccion contiene una lista de ejercicios propuestos a resolverse con
las nociones teoricas dadas en las secciones 1.1 y 1.2. Cuando la solucion del
ejercicio requiera el uso de un nuevo concepto no dado en dichas secciones,
éste serd introducido en el enunciado del ejercicio mismo.

A continuacion pues presentamos los ejercicios.

Ejercicio 1.1 Sean X un espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos de
X. Demostrar que los conjuntos:

A+B, AxB, ANB y tA (teR, t#0)
son subconjunto convexos de X

Ejercicio 1.2 Sean X un espacio normado y A un subconjunto no vacio de
X. Demostrar que co(A) (ver la definicidn 1.6) es un subconjunto convezo de
X, y que ademas:

Aa
co(A) = m

A, convexo
A, DA

;Es co(A) también convero?

(aw € I,I conjunto de indices)
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Ejercicio 1.3 Calcular la cdpsula conveza de los siguientes conjuntos:

(a) A = (—2,2)U(3,4]

W 4= {@ner asaiy <o)
{
}

(e) A = {(:p,y)eRz : y+2x—120}ﬂ{(m,y)eR2 : y—3x20}

(¢c) A= {(z,y)eRzzy=—2x+1} (z,9) 6R2:y:3x}

(d) A = {(x,y)€R3 cat+yt 422 =9

s Cudl es en cada caso co(A)?

Ejercicio 1.4 Sea (X, |- |) un espacio normado. Demostrar que B(0,¢) y
B(0,¢e) son conjuntos absorbentes, balanceados y converos (ver la definicion
1.4 y el ejercicio resuelto 1.7y 1.9)

Ejercicio 1.5 ;Es B(xg,e) un conjunto absorbente?

Ejercicio 1.6 Sea X un espacio vectorial y A un subconjunto no vacio de
X. Demostrar que el conjunto:
J 24

[A<1
es balanceado y se llama la capsula balanceada de A.

Ejercicio 1.7 Sean X un espacio vectorial y K un subconjunto no vacio de
X. Un elemento x € K se llama un punto extremal de K si:

= A+ (1—-XN)z
donde 0< A <1, y,z€ X, cony# z, entonces:
yé& K 0 z2¢& K

Dar un ejemplo justificando su respuesta de un conjunto K tal que:
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(a) No tenga puntos extremales
(b) Tenga un nimero finito de puntos extremales
(c¢) Tenga una infinidad de puntos extremales

Ejercicio 1.8 Un espacio normado (X, || - ||) se dice estrictamente convero
si la frontera de la bola unitaria no contiene ningun segmento de recta, esto
es, siw,y € X, |lzf| = [yl =1, = #y, entonces,

e+ (1—=Ny| <1 st 0<A<1

(ver el ejemplo 1.9).
Demostrar que (X,|| - ||) es estrictamente convero <= Y x,y € X, con
lzll = llyll =1, (= #y), entonces ||3(z +y)|| <1

Ejercicio 1.9 Un espacio normado (X, || -||) se dice estrictamente normado
4!
nyeX, x#0, y#0 con [z+y| = [zl + Iyl

entonces existe un o > 0 tal que:

r = ay
Demostrar que un espacio normado (X, || - ||) es estrictamente normado

< (X, - |l) es estrictamente convexo.

Sugerencia: (<) ”fc—”+ﬁ = ﬁ—i—ﬁ—ﬁ—i—”yﬂ,x,yeX, r#0, y#0

Ejercicio 1.10 Un espacio normado (X, |-||) se dice uniformemente convezo
st la bola cerrada unitaria de X es un conjunto uniformemente convexo, esto
es,

dado e > 0, existe un § > 0 tal queV x,y € X con||z|| = |ly|| =1 vy ||lx—y]|| > ¢,
entonces:

&$+wH§1—5

2
Demostrar que un espacio normado (X, || - ||) es uniformemente convero <=
o0 o0
para cada par de sucesiones { T, cCXuy yn} C X con
n=1 n=1
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|lznll = llynll = 1 paran =1,2,3,... y que:

1
entonces,
lim ||z, —y.|| = 0

Ejercicio 1.11 Demostrar que todo espacio normado uniformemente con-
vexro es estrictamemente convexo.

Ejercicio 1.12 Sean || - ||y y || - |l2 dos normas definidas sobre el mismo
espacio vectorial X. Demostrar que:

(a) La expresion:

[l = [l + [l]l2

es una norma sobre X.

(b) ;Es también ||z| = ||z||1]|z||2 una norma sobre X ?

Ejercicio 1.13 (a) Sea
C'([a,b]) = {f a, b)) — R ¢ f'(x) existe y es continua sobre |a, b]}

En  C'([a,b]) definimos las siguentes operaciones:

(01) Suma:
(f+9)@) = f(z)+g(x)  x€la]

(02) Multiplicacion por escalar:
(af)(z) = af(z) aeK, xela,l]
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Se puede verificar que respecto de (01) y (02) C'(Ja,b]) es un
espacio vectorial sobre K. Demuestre que la expresion:

1A= 1f (@) + 1]
donde

1l = sup [f'(z)]

x€[a,b]

(ver ejemplo 1.10), es una norma sobre C'([a, b))

(b) Demostrar que:

[flle < 1+ (b= a)]ll £l f € C'(la,b])
Sugerencia: f(z) = f(a)+ /wf'(t)dt

Ejercicio 1.14 Sea

b

Xy = {fEC'([a,b]) : /f(a:)da: = O}

a

(a) Demostrar que la expresion:

Il = sup [f(z)]

z€[a,b)
es una norma sobre el subespacio Xj.

(b) ;Es también || - || una norma sobre C'([a,b])?

Ejercicio 1.15 Sean X = C([0,1]) y fu(z) = (;)n paran =1,2,... Se
pide:

(a) Demostrar que f, — 0 sin — oo en || - ||1 de X (Ver ejemplo 1.11)
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(b) Demostrar también que f, — 0 sin — o0 en || - ||, de X
Ejercicio 1.16 Sea X = C([0,1]) y fu(z) = 2" paran = 1,2,... Se
pide:

(a) Demostrar que f, — 0 sin — oo en || - |1

(b) Demostrar también que f, — 0 sin — oo en || - ||, de X
Ejercicio 1.17 Sea I := [a,b]. Una particion de I es un subconjunto finito

de puntos P = {to,tl,...,ti_l,ti,...,tn} de [a,b] tal que:

a =th<ti<..<ti1<t;,<...<t, =0

[tic1,ti] = 1

n
=1

Sea

II = {P : P es una particion de |a, b]}
Una funcion:

fila, bl —R

se dice que es de variacion acotada sobre |a, b] (en el sentido de Jordan [11], pagl4

. /
S1.
k

V(f) = sup Z lf(t:) — f(tis1)] < 0.

I i=1

Denotemos por:

BV]a,b] = {f a,b) — R, f es de variacién acotada sobre |a, b]}
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Entonces, respecto de las operaciones usuales de suma y multiplicacion por
escalar BV [a, b] tiene estructura de espacio vectorial sobre K [K = R 6 C]
Definamos:

| lBViep : BV]a,b] — R

por:

IfllBvies = [f(@)[+V(f)

Demostrar que || - || pvias €s una norma sobre BV [a, b]
Ejercicio 1.18 Una funcion:
f : [CL, b] — R

se dice absolutamente continua si dado € > 0 existe un 6 > 0 tal que:

S | f(e)—f(dy)| < e donde {[ci, dz]} es cualquier sucesion de intervalos
i=1

=1

no solapados en [a,b] tal que > |¢; —d;| < 0
i=1

(solapados significa que cualesquiera de éstos dos intervalos tienen a

lo sumo un elemento en comdn)

Se pide:
(a) Demostrar que toda funcion absolutamente continua es continua.
(b) Sea

AC([a,b]) = {f : [a, 0] — R, f es absolutamente continua sobre |a, b]}

Demostrar que AC([a,b]) es un espacio vectorial sobre K respecto de las
operaciones usuales de suma y multiplicacion por escalar.

(¢) Demostrar que AC([a,b]) C BV]a, b
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(d) Dar un ejemplo de una funcién f € BV|a,b] tal que f ¢ AC([a,b])

Ejercicio 1.19 Sean (X, | -||) un espacio normado y xo € X. Demostrar
que X y B(xg,€) son conjuntos homeomorfos.

Ejercicio 1.20 ;FEs posible establecer un homeomorfismo entre el circulo

A = {(x,y)E]R2 cat oyt = 1}

y la elipse

B = {(u,v)E]R2 L du? 4 Rt = 1}?
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Espacios de Banach

2.1. Desigualdades clasicas en analisis funcional

En esta seccion mostraremos las desigualdades de Holder - Minkowski y
Minkowsks.

Para preparar la demostracion de esas desigualdades previamente intro-
ducimos el concepto de conjugados armonicos y mostraremos un lema previo.

Definicion 2.1 Dos numeros reales p y q se dicen conjugados armonicos si:

1 1
p>1, qg>1 Yy -+- =1
p q
Observe que:
1 1
Sto =l D) = s p-1g = pe (=1p = g

Los conjugados armdnicos, también se llaman exponentes conjugados (o indices
conjugados)
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Lema 2.1 Sean p y q conjugados armonicos; a >0 y b > 0. Entonces,

aP b
ab < — 4+ —
p q

Demostracion
Caso 1.- Sta=0 6 b= 0, la demostracion es evidente.

Caso 2.- Cuando a > 0 y b > 0. Entonces, debe cumplirse alguna de las
siguientes afirmaciones:

a>b 0 a<b 0 a=2»b

Consideremos la funcion potencial f(z) = zP~'. La representacidén grifica de
esta funcion para f y para a > b es la que muestra la figura siguiente:
[0,a]
Y

S ==

b g
Fig 2.1

Observe de la figura 2.1 que:
ab < A(Ry) + A(Ry)

Ahora bien:
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a

xP a?
A(Ry) = /xp_ldx = —| = —
P o p
0
Por otra parte, haciendo 2P~1 = y, obtenemos que:
r = yp% = yq_l
por tanto,
/ q|b b
A(Ry) = /yq_ldy R
, q | q

En consecuencia,

alP  b?
ab < — + —
p q

Las demostraciones para los casos a < b 6 a = b son semejantes y se dejan
COMO EJErcicio.

Como una consecuencia del lema anterior obtenemos la importante de-
sigualdad de Holder-Minkowskz.

Corolario 2.1 (Desigualdad de Holder-Minkowski) Sean p y q conju-
gados armdnicos, x = (T1,T9,...,T,) € F" y, y = (Y1,Y2,---,Yn) € F"

Entonces,
n n 1/p n 1/q
>t = (3 1) (32 )
i=1 i=1 i=1
Demostracion
Caso 1.- Cuando x = 0 6y = 0 se obtiene una igualdad evidente.
Caso 2.- Cuando x # 0, y # 0. Sean,

n 1/]7 n 1/‘1
a = <Z mwp) . B = <Z \yj\Q)
j=1 j=1
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Entonces o # 0y B # 0. Sean

x Yj
x| = oj’ yjzﬁj j=12,....n
Luego
|z, A
2| = ij ly; | = /qu =1,2,...,n
Y ast,
n |x|;l?
Sy - By
o ! B ab Car
. Sl
S - A
2. T
Ahora bien, por el lema 2.1, tomando a = |z;'| y, b = |y;’| obtenemos
que:
2P 7)q
y ast,

n > 'l X2 lwil?
j=1 1 1

=1
> LNy < + =-+t-=1
p q p g

j=1

en virtud de que p y q son conjugados armonicos. En consecuencia,

n

123 eyl = D lailly'l = )
=1

=1 =1

Li| Y%

g

L;Yj

af

«

n
Jj=1
esto es,
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n n 1/p n 1/‘1
S oyl < ad — (z \:cm) (z \ym)
j=1 j=1 j=1

Ahora, tenemos el importante corolario:

Corolario 2.2 (Desigualdad de Minkowski) Seanp > 1,
= (x1,72,...,2,) €EF", y= (Y1,Y2,...,yn) € F". Entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(z |xj+yj|p) . (z |xj|p) N (z w)
j=1 j=1 j=1

Demostracion
1 1
Sea g > 1 tal que — 4+ — = 1. Entonces,
p q
25+ yl" = o+ gl eyl < oy ]+ g P gl
y ahora, aplicando la desiqualdad de Holder-Minkowski para:
a = |z a = lyj

b = ‘Z’j—ij‘p_l b = ‘Z’j"—yj‘p_l

vamos a obtener que:

Syl < Y sl ylr T Y il oy
j=1 Jj=1 Jj=1
n p s p 1/q
< (Sar) (S wmuer)
j=1 j=1

n 1/p n 1/q
() (D)
=1 =1
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de donde se obtiene que:

n n _l/q n l/p n l/p
(z |xj+yj|p) (z |xj+yj|q<p—l>) < (z m-w) +<z m-w)
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

esto es,
n 1/p n 1/p n 1/p
(S tenr) < (SSimr) (35 wr)
j=1 j=1 j=1
Proposicion 2.1 Sea p > 1. La funcion
[ lp s F* — R
definida por:

n 1/p
zll, = <Z \xi\p> x = (21, 09,...,2,) € F"

i=1

es una norma sobre F". Ademds:

lm |lz], = |lzlls
p—00

Demostracion

FEs fdcil verificar los aziomas (A1) y (A2) de la definicion 1.7. La desigual-
dad triangular es la de Minkowski mostrada anteriormente en el corolario 2.2.

Mostraremos ahora que:
m [z, = ||#]le
p—0o0

Para esto recordaremos inicialmente que:

si la| < 1, lim a" =0

n—oo
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Y

. , 1
st a >0, lim a» =1

n—~o0

Consideremos pues, los siguientes casos:

Caso 1. Cuando x = (x1,T2, ..., T, Tint1, - - -, Tpn) donde
l’lzl’g:...zxm:l
Y
|z;| < 1, j=m+1,...,n
Entonces, ||zl = 1 ¥
lzll,” = > Jzl? = Jaal + . el + TP+ ]
i=1
m—uveces
= 1+...+1+zpualP+... +|z,P
= m+ Y |l
j=m+1
luego,
n 1/p
by = (3 1)
j=m+1
Y ast,

n 1/p
lim ||z, = lim (m—l— > |g:j|P>
p—0 p—00 .
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estoes, lim [z|, = 1 = |||l
p—oo

Caso 2. Cuando ||z||ec # 1. Definimos:

x
y =
241
Entonces ||y|loc = 1, y ast, por el caso 1:
p—o00
esto es,
lim ’ = 1= lim |z, = ||]~
r=oe | [|2l[oo I, p—oe

2.2. Espacios de Banach. Teoria basica. Ejem-
plos y ejercicios

En la teoria de espacios métricos, un espacio métrico (X,d) se dice com-

[e.e]
pleto si cada sucesion {xn} C X tal que
n=1
lim  d(z,,z,) = 0
n,Mm—00
es convergente a un x € X. Ahora bien, sabemos que si (X, || -||) es un espacio

normado, entonces X es un espacio métrico con la métrica inducida por la
norma || - || de X, esto es,

dz,y) = o=yl zyeX

En esta seccion introducimos la nocion de espacio de Banach. Previamente
damos la siguiente definicion y mostramos una proposicion bdsica.
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[e.e]

Definicion 2.2 Sean (X, || -||) un espacio normado y {xn} una sucesion

n=1
oo

en X. Decimos que {xn} es de Cauchy si:

n=1

lim d(z,,z,) = lim |z, —z,] = 0
n,Mm—00 n,Mm—00

esto es, es dado € > 0 existe un ng = ng(e) € N tal que:

Ad(Tp, ) = ||xn —zp|| <€ st m,n >ng

[e.e]

Proposicion 2.2 Sean (X, ||-||) un espacio normado y {xn} una sucesion
n=1
en X. Entonces,

[e.e]

(a) Si {xn} es de Cauchy, entonces {xn} es acotada.

(b) Si {xn} es de Cauchy y esta sucesion contiene alguna subsucesion

n=1

o0
convergente, entonces {xn} es también convergente.
n=1
Demostracion
[ee]
(a) Como {xn} es de Cauchy, dado ¢ = 1 existe un n; =ny(l) € N
=1
tal que: !
[zl = [lemll| < lJan —aml <1 s m,n = no,
luego
1 <|lznll = llzmll <1 si m,n = ny,

entonces, tomando m =ng, N >ng y
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M = max {1 + | nolls |21l [|z2]]s - - - ||a:m||} se obtiene que:

|zn]| < M para  n=123,...

b) Sea <z, una subsucesion de la sucesion de Cauchy < x, tal
k
que n=1 n=1
lim =z, =z enlanorma | | de X
N —00

Entonces, dado € > 0 existe un k; € N tal que:

€

Ty, — T <§ St ng > ki

[e.9]

Por otra parte, como {xn} es de Cauchy, dadoe > 0 existe unny € N

n=1
tal que
€ .
||xn_xm|| < 5 St m,n > ny
Sean ng = méx(ki,ny1), n > ng y ng > ng, entonces
[z — 2|l = |lzn — Tny + @0y, — 2

Introduciremos ahora la importante nocion de espacio de Banach.
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Definicion 2.3 Un espacio normado (X, ||-]|) se llama un espacio de Banach
si cada sucesion de Cauchy en X es convergente a un elemento x € X.

De esta definicion el lector puede observar, que un espacio de Banach no
es otra cosa que un espacio normado completo.

En este capitulo estudiaremos algunos ejemplos de espacios de Banach, los
cuales mencionamos en la siguiente lista:

(a) Los espacios 1, (p > 1) yl"
(b) Los espacios de funciones C([a,b]), BV ([a,b]) y C'(|a,b])
(c) Los espacios de sucesiones I’ (p > 1), I y o

Antes de estudiar la completitud de los mencionados espacios en (a), (b) y
(c), respecto de una norma definida previamente, mostraremos las siquientes
PTOPOSICLONES:

Proposicion 2.3 Sean (X, || -||) un espacio de Banach y Y un subespacio de
X. Entonces,

(a) SiY es cerrado en X, entonces Y es también un espacio de Banach.

(b) SiY es un espacio de Banach, entonces Y es cerrado (en si mismo).

Demostracion -

(a) Sea < x, una sucesion de Cauchy en Y. Entonces, {l’n} es
n=1

n=1 =
también de Cauchy en X. Como (X, || -||) es de Banach, ezxiste un x € X tal
que x, — T sin —> 00 y como Y es cerrado concluimos que x € Y. Asi,
(Y|l -1l) es un espacio de Banach.

(b)  Ewvidente.
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Proposicion 2.4 Sean (X, | - ||) un espacio de Banach y || - || otra norma
sobre X tal que || - ||y ~ || - || (Ver el ejemplo 1.5). Entonces, (X,|| - |1) es
también un espacio de Banach.

Demostracion
[e.e]

Sea < xp, una sucesion de Cauchy en X respecto de la norma || - ||1. En-
n=1

tonces, como || - ||y ~ || - || existen constantes a >0 y b > 0 tales que:

allelly < flefl < Oflefly  VreX

en particular vamos a tener que:

allzn — Tt < [0 — 20| (B)
|20 — T < bllzn — Ty (A)
Se sigue de la desigualdad (A) que {xn} es de Cauchy respecto de la
n=1
norma || - ||, y ya que (X, || -||) es completo existe un x € X tal que x,, — x
51 M — 00.
De (B) se obtiene también que x, — x sin — oo en || - ||1. Por tanto,
(X, ]| - |l1) es un espacio de Banach.

Proposicion 2.5 Sean (X, | -]l1) y (Y, - ||2) espacios de Banach. Entonces,
el espacio normado X XY es también un espacio de Banach (ver proposicion

1.13).

Demostracion

De acuerdo a la proposicion 1.14 la norma en X XY es:
@)l = Nzl + 1yl (z,9) e X xY
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[e.e]

Sea entonces, {(l’n, yn)} una sucesion de Cauchy en X xXY. Entonces, dado
n=1
e > 0 existe un nyg € N tal que:

(@, Ym) = (@ Yl = (@0 — T, Yn — Y ||

= |2 = 2plli + |y — ymll2 <€

st m,m > ng. De aqui, es claro que:

lzn —Zmli <e ¥y |yn—Yml2<e

o0 oo

st mym > ng. Se sigue entonces que < T Y < YUn son sucesiones de
Cauchy en (X, |- 1) y (V. ]| - l2) respectivamente. Como (X,|-[11) y (Y. - |12
son completos, existe un x € X y, y € Y tal que:

T, — St n — o0
Y

Yn — Y S% n — 00

Ast, (z,y) € X XY y es facil verificar que:

(xnuyn) - (Sl?,y) Sl n—00

en (X XY, | -|])- Ast, (X xY,| - ||) es un espacio de Banach.
Con el propdsito de establecer una caracterizacion para los espacios de Ba-
nach, introducimos las siguientes definiciones:

Definicion 2.4 Sea (X, ||-||) un espacio normado. Una suma de una infinidad
de elementos de X, esto es,

Ty + 29 t+23+ ...

se llama una serie en X y denota en forma abreviada por:
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00
D
n=1
00

También diremos que la serie Y xyp es convergente en (X, || -||) si la sucesion
n=1
de sumas parciales

es convergente en X.

Definicion 2.5 Sea (X, ||-||) un espacio normado y > x, una serie en X.

n=1

o0
Decimos que >, x, es absolutamente convergente si:
n=1
[e.e]

S flall < oo

n=1

Tenemos entonces la siguiente caracterizacion para los espacios de Banach.

Teorema 2.1 Sea (X, |-||) un espacio normado. Entonces, (X, ||-||) es
un espacio de Banach <= cada serie absolutamente convergente

es convergente.
Demostracion

[e.e]
=) Sea Y x, una serie de X absolutamente convergente. Entonces,
n=1

dado € > 0 existe un ky € N tal que:

m
Z |lznl] <€ si m>k>k
n=k+1

Ast, para m > k > ko vamos a tener que:
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sk = smll =

IN

S el <

n=k+1

o
Luego la sucesion de sumas parciales de la serie formal > x, es de Cauchy
n=1
en (X, |- 1), que es completo, por tanto, ésta es convergente.

<) Supdngase que cada serie en X es absolutamente convergente, es

o0

convergente. Sea S = {xn} una sucesion de Cauchy en X. Se sigue
n=1

entonces que:

1
Dado ¢ = 27 existe un x,, € S tal que:

1 .
Tpy, — Xy <§ st I >n
1 .
Sea Sy := S\ {x1,29,..., 2, }. Entonces, dado € = % existe un r,, € S
y asi ng > ny tal que:
1 .
Ty, — Xy <? St 1> ng
o
Continuando este procedimiento, obtenemos una subsucesion {xnk} de
00 k=1
S = {xn} tal que:
n=1
1 .
T, — ]| < o ) >k
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en donde | se identifica con n; y k es fijo, con k=1,2,3,...

Definamos ahora:

Y = T, — Tn,_, donde Tny = 0
Es evidente que:
k
Tn, = E Yi
i=1

y ast, por la construccion anterior:

1
[f7al <%, k=1,2,3,...

Tny, — Tng_y

Luego
Sl <Y g < o0
k=1 k=1

se sigue de aqui que la serie Y yx es absolutamente convergente, luego por la
k=1

fo%) (o]
hipdtesis Y yr es convergente, esto es, la subsucesion {xnk} de la sucesion

k=100 k=1 o
S = xn} es convergente, y luego, por la proposicion 2.5 (b) xn} es
n=1 n=1

también convergente y esto finaliza la demostracion.

Ahora, nuestro proximo objetivo es construir un cierto espacio de Banach
de uso frecuente en el andlisis funcional: el espacio cociente. Para esto, ini-
cialmente recordaremos la siguiente definicion.:

Definicion 2.6 Sea X un conjunto no vacio. Una relacion entre los ele-
2

mentos de X, denotada con el simbolo “ ~ "7 se llama una relacion de equiva-
lencia sobre X si verifica las siguientes propiedades:
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(P1) x~z, x€X (reflexiva)
(P2) Six~y entoncesy ~ x (simétrica)

(P8) Sixz~vy, y~ z entoncesx ~ z (transitiva)

<La nocion de relacion de equivalencia ya fué usada en la solucion

del ejemplo 1.5)

(13 7

Asi, si “~7 es una relacion de equivalencia sobre X y x € X, entonces la
clase de equivalencia de x € X, denotada por [x], es:

o = {vex s anyf

y el conjunto cociente de X determinado por esta relacion de equivalencia * ~
y denotado por X/ ~, es:

b

X/ ~ = {[x] : a:eX}
Observe que X/ ~ es una subcoleccion de P(X)

Ahora bien, sean X un espacio vectorial y M un subespacio (no necesa-
riamente cerrado) de X. Definamos:

r~y<s=zr—yeM r,yelX

Entonces es fdacil verificar que “ ~ 7 es una relacion de equivalencia sobre
X. Note que en este caso, la clase de equivalencia de un x € X, es:

2] =2+ M

El conjunto cociente determinado por esta relacion de equivalencia es denotado
por: X/M.
Definiremos en X/M las siguientes operaciones:
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(01) Suma:
2]+ [y] = [z+y] 2yeX

(02) Multiplicacion por escalar:

alz] = [ax] acF, veX

Mostraremos a continuacion que (O1) y (O2) estdn bien definidas.
En efecto:

(O1) Supdngase que:

2] =[] y ] =[]
esto es,
r+M =2+ M
Y,
y+M =y +M
entonces,

r+y+M =2 +y+M
Efectivamente, como ' € [z] y, y' € [y], entonces:
r = x+m my €M

Yy = y+mae me € M
luego
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P+y +M = r+mity+me+ M

= rz4+y+mi+meg+ M

= r+y+M
Ast, [z +y] = [ +y]
(02) Supongase que:
alz’] = alz]

Entonces,

al@ + M) = alz+ M)

Luego, ax’ € alz], y asi,
ar’ = alr+ my) my €M

En consecuencia,

ar’ + M = alr+my)+ M
= ar+amy + M
= ar+ M

esto es, [ax] = |az]

y por tanto (O2) estd también bien definida.

A continuacion tenemos la siguiente proposicion y los detalles de la de-
mostracion los dejamos al lector.
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Proposicion 2.6 Sean X un espacio vectorial y M un subespacio de X. El
conjunto cociente X /M es un espacio vectorial respecto a las operaciones (O1)
y (O2). El elemento neutro para la adicion (O1) es todo el subespacio M, ya
que:

0 = M 0eM

Cuando ademds X es un espacio normado y M es un subespacio cerrado de
X, obtenemos el siguiente:

Teorema 2.2 Sean (X, || -||) un espacio normado y M un subespacio
cerrado de X. Entonces, la expresion:

]

= inf ||z + m|| reM (A)
meM
define una norma sobre el espacio cociente X /M

Demostracion

Es claro que que la ecuacion (A) esta bien definida sobre X/M y que
ademds,

0 < [l + M| < [l]] reX

o € Joulsl]

A continuacion mostraremos que (A) satisface las propiedades de una norma.
En efecto:

esto es,

[+ M| =

(Al) (=) Si||[z]

= 0, entonces dado € > 0 existe un mg € M tal que:

[+ mol| = [lz = (=mo)l| <&
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esto es,

B(z,e)NM # ¢

también

~

B(x,e)N M # ¢

luego, ya que € es arbitrario vamos a tener que x € M'. Por otra parte, como

M es cerrado x € M (ver la proposicién 1.7). Por tanto,
] = 2+ M = M = [0].

(<) Silz] = [0], entonces x € [0] = M y por tanto —x € M. Asi,

]

{ < — = =
Jnf lz+m| <z + (=2)| = 0] =0

Y EN CONSecUencia

[z]]| = 0

(A2)

Consideremos los siguientes casos:
Caso 1: Cuando A = 0. Entonces,

Caso 2: Sea A # 0. Entonces,
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A+ M| = |Az+ M| = f |[Az+m]|

meM

— fuf ‘A(:HT) H

m'eM

= {nf ')\(:E +m')

= inf [N ||z+ /|
m/'eM

= |Al inf ||z 4+ /|
m/'eM

= Al =+ M|

Por tanto, || ANz + M)|| = || ||z + M]|| ANeF, zeX

(A3)  (Desigualdad triangular). Mostraremos que:

]+ [y]H < Jlall + ryeX
Como [z] + [y] = [x + ], basta demostrar que:
ol = ] + ]

0 equivalentemente que:

[]

[z + y]H < + H[y]” +e para € >0 arbitrario.

En efecto, de la definicion de

]

my,mg € M tales que:
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€
+ —

o+ ma)l < 5

]

ot mell < ] +5

luego

]

[z 4 ma ]| +ly + ma| <

i+

Pero como

|z +mall + [y + ma| > ||z +y + mq 4+ my

haciendo m = mq +mg € M obtenemos que:

:):+y+mH <z +mq| + ||y + mal| < ||[z]|| + H[y]H+e
Y en CONSeCcUEnCcla,
2 49| < ||la)] + H“’]H“
para € > 0 arbitrario. Por tanto,
[x+y1H < ] + HMH

Para el caso cuando X = R? dotado de la norma Euclidiana 1,

M = {(x,y)e]R2 : y:x}

entonces, la clase de equivalencia de un elemento z = (xg,vy) € R?, es el que
muestra en la figura siguiente:
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Yol ——

Fig 2.2

Note también de la figura 2.2 que:

[2]

= inf ||z +m| =d(z, M),
meM

donde d(z, M) es la distancia de z = (xo,yo) a la recta y = .
A continuacion enunciamos y mostramos el importante

Teorema 2.3 Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y M subespacio ce-
rrado de X. Entonces, el espacio cociente X = X/M es un espacio
de Banach con la norma:

[]

inf |lx+m| zeX, [z]=2+M
meM

Demostracion
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Sea {[:)sn]} una sucesion de Cauchy en X/M. Entonces, dado ¢ > 0
n=1
existe un ng = ng(e) € N tal que:

[Zlfn] - [,’L’m] <€ St n,m Z Ny,

de aqui existe una subsucesion {[a:nk]} de {[a:n]} tal que
1

k= n=1
1
[T ] = [Ty || < o para k=1,2,3,...
Haciendo y, = x,, vamos a tener que

1
<2—k para k=1,2,3,...

i) ]

Como
el = [yrr1] = yo + M — (yr1 + M),
entonces en particular, para k = 1,

1
ly1 —y2 + M|| <§7

luego de la definicion de ||[-]|| en el espacio cociente X/M existe un elemento
digamos mo € M tal que:

1
ly1 — y2 +mao|| < =

2
esto es,
I~ (o~ ma)l < 5
Sea z1 = y1, 2o = Yo — My entonces,
|21 = 2| < 3
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También, para k = 2

1
|y —ys + M| <?7

por tanto, existe un ms € M tal que

1
llya — ys +ms'|| < 5

esto es,

1
|22 + Mo — y3 +ms'|| < 22

Haciendo  z3 = y3 — ms donde  ms = mo + ms’ € M obtenemos que:

1
|22 — 23] < 52
o0

Continuando este procedimiento obtenemos una sucesion {zn} C X tal que

n=1
1
|2n — Zna|l < o para  n=123,...
donde
Zn = Ynp — My
Zn+1l = Yn+1 — Myt

My, Myy1 € M. Por tanto,

20 = Znapll = |20 — 21+ Zng1 — Zng2 + -+ Zngp1 — Znapl|

< 2w = zagall + ll2ng1 = zngell + - F 2ngp-1 — Znpll

1 1 1 1

< 2—n+2n+1+...+2n+p_1<2n_1%0 st n — 00,
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[e.e]
se sigue entonces que {zn} es una sucesion de Cauchy en (X, || -]) que es

n=1
de Banach, por tanto existe un z € X tal que:

lim 2, = z en la norma |- de X

n—0o0

Ahora bien, como:

lz+M—(z, +M)|| = |lz—2+ M| <||z— 2| — 0 si n — oo
se sigue que

2nt+t M — 2+ M si n—oo en X/M

Por otra parte, como z, = y, —m, (mn € M) vamos a tener también que

Yn+ M — z+ M si  n—oo en X/M
Como y, = xy,

aunque inicialmente y, = x,, no se pierde generalidad usando ahora

esta notacion |,

se tiene también que:

xp, + M — 24+ M st n—oo en X/M

Ast,
Tp, + M — 24+ M si  k—o0 en X/M,
en conclusion, {[mn]} es una sucesion de Cauchy en X/M que contiene
n=1

una subsucesion convergente en X/M. Por tanto,
Tn+ M —2z+M en  X/M sin— o0

lo cual concluye la demostracion.
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En la demostracion del teorema anterior ; En donde se usa la hipotesis
que M es cerrado?

El siguiente resultado solamente algebraico nos da la dimension del espacio
cociente X /M cuando dimX < oo.

Proposicion 2.7 Sea X un espacio vectorial con dimX = n y, M un
subespacio de X con dimX = m. Entonces,

dimX/M = n—m

Demostracion

Sea

BM = {ll,lg, . ,lm}

una base de M vy, extenddmosla a una base Bx de X, esto es,

BX = {ll,lg, .. .,lm,lm+1, .. ,ln}

Afirmacion 1. Una base para el espacio cociente X/M es:

B = { et lnssl- 0]

En efecto, supongase inicialmente que:

Qi [ls1] + Comsallmsa] + -+ omlla] = [0] = M (4)

Mostraremos que Qupy1 = Qo = ... = ap = 0

Efectivamente, por (A) vamos a obtener que:

O4m—i—1lm—|-1 + am+2lm+2 +...+ anln € M>

y ast, existen escalares no todos nulos ay, g, ..., oy, en F tal que:
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OUmt1lmg1 + Qmpalmyo + .+ aply, = Z a;l;
i=1
o también
Z Oéili— Z Oéili =0
i=1 i=m—+1
esto es,
Z Oézlz—l— < Z —Oéili) =0
i=1 i=m—+1
Haciendo:

obtenemos que:

Y en COnsecuencia
<ya que Bx = {ll,l2, R - ..,ln} es una base de X),

By = fo = ... = B, = 0y asi en particular
Amy1 = Opq2 = Op = 0

Sea ahora [x] € X|M (v € X). Entonces,

r =2 +m ?eX, meM

luego x — x' € M. Por tanto,
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Ahora bien, al tener que x = x' +m obtenemos que:
n
=2 4+m = Z a; li+m
i=1

=1

i=m+1
Luego,
[x] = [Z a; li +m| + Z aili]
i=1 i=m+1
como Y, o; l; +m € M, entonces {Z a; l; + m} = [0], y en consecuencia
i=1 =1

o] = [m ailﬁ—m}%—[ D a,-zi]

i=1 i=m+1

- [o1+[ 5 ozill}

i=m+1

— {i a,-lz} :Zii ; [li]

i=m+1

2.3. Algunos ejemplos de espacios de Banach

En esta seccion daremos algunos ejemplos de espacios de Banach que son
de uso frecuente en el andlisis funcional.

Los ejemplos que estudiaremos van a ser del tipo:

(a) Espacios de Banach de dimensidn finita.
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(b) Espacios de Banach de sucesiones.

(c) Espacios de Banach de funciones.

Suponemos que para el desarrollo de la presente seccion, el lector estd fa-
miliarizado con el hecho fundamental del andlisis de que el conjunto de los
numeros reales es un espacto de Banach con la métrica inducida por el valor
absoluto. Comenzaremos pues con nuestros ejemplos.

Ejemplo 2.1 Sea p > 1. Sabemos de la proposicion 2.4 que la expresion:

n 1/p
]l = (Z |$z‘\p> x = (21, 29,...,2,) € F"

i=1

define una norma sobre F"™. Mostraremos a continuacion que F™ es un espacio
o0

de Banach dotado de esta morma. En efecto, sea { xy una sucesion de

=1
Cauchy en (F™,|| - ||,). Entonces, dado € > 0 existe un ko = ko(c) € N tal que:

ek — xmllp, < € si k,m > ng
Sean
Ty = ($1(k),$2(k)7 . ’7In(k)>
Tm = (xl(m)a x2(m)’ wxn(m))
entonces,

n 1/p
|2k — xmll, = (Z |2;® — xi(m)|p> <e si k,m > ng

1=1

de esta desigualdad se sigue que:
‘$Z(k)—$l(m)|<€ St k,mZno i=1,2,...,n
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Se sigue que {l’i(k)} es de Cauchy en F, para © = 1,2,...,n y, ya que
k=1
(F,|-1]) es completo, esta sucesion {Ii(k)} es convergente a un x; € F,
k=1
i=1,2,...,n. Sea x = (x1,%2,...,%,). Entonces, v € F". Por otra parte,

dado € > 0 existe un k; € N 1 =1,2,...,n tal que:

€
|$1(k) — $1| < - S k> k;
nr
(k) < :
|LU2 — $2| < - S k> ko
ne
(k.) 8 .
|z, — x| < — 1 k> k,
ne
Sea ko = méx{ky, ko,... kn}. Entonces, para k > ko vamos a obtener
que:
n i op .
o=l = 3 —ab<n(Z) =& s kzh
=1
lo cual muestra que (F",| - ||,) es un espacio de Banach.

Al par (F™,| - |l,) se denota por 1,". Ast,

b= (F 1)

Note que cuando F := R y p = 2 tenemos como caso particular el espacio dado
en el ejemplo 1.2

Ejemplo 2.2 En nuestro ejemplo 1.4 hemos demostrado que la expresion

HxHOO = sup ‘xl| T = (x17$27 .. '7In) S Rn
1<i<n
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define una norma sobre R™. También || - ||~ define una norma sobre C".
Mostraremos entonces que (F", [ - ||s) €s un espacio de Banach.
o0
En efecto, sea < xy una sucesion de Cauchy en (F™, || - ||). Entonces,

k=1
dado € > 0 existe un kg = ko(e) € N tal que:
||xk - xm”oo <e€ st k,m > ng

Como en nuestro ejemplo anterior:

T = (xl(k)a $2(k)7 s 7$n(k))
Ty = (xl(m)sz(m)j 7In(m)>
Y
Tk — Tm = (1’1(k) — 2y, 2 ® — gy, - xn(m)>7
luego
||Ik - l'mHoo = sup |xi(k) - fi(m)| <€ Sl k,m > ng
1<i<n

se sigue de esta desigualdad que:

Asti, {xi(m)} es de Cauchy para i = 1,2,...,n en (F",|-|), el cual es
m=1
completo. Por tanto, existe x; € F tal que:

T; = lim Il(m), i:1,2,...,n
Entonces, v = (x1,x9,...,x,) € F" y, tomando k > ng y haciendo que

m — 0o vamos a tener que:
;") — 2] < e para i=1,2,...,n,
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en consecuencia

|2s — 2||oo = sup |z;®) —ay] < e si k > ng
1<i<

Al par (F", || - ||ls) se le denota por l..". Asi,

b = (F" | - [lso)

A continuacion mostraremos nuestros ejemplos de espacios de Banach de
SUCEeSIONES.

Ejemplo 2.3 Sea p > 1. Definamos el conjunto:
P = { n}oo c o, €F P <
{ Tng 00 Yy ; |z oo}

Enl? yen F x [P definimos las siguientes operaciones:

(0O1) Dados {xn} elry {yn} elr:
1

n= n=1
SRS S
n=1 n=1 n=1
(02) Dadosozefy{xn} elr:
n=1

o0 [e.e]
a{x} - {ax}

FEs claro que (O2) estd bien definida en F X [P. Por otra parte, ya que:

1T + Yn| < 20| + |yn] n=123,...

se sigue por ser p > 1 que:

|xn+yn‘p < (|xn|+|yn|>p

< 2Pmax(|z,|P, [yn|?)
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de donde:

D Jan + yl” < 00

n=1

Asi, (O1) estd bien definida en IP. Es fdcil verificar también (usanda la

desigualdad de Minkowski para el caso p > 1) y el criterio de comparacion

para series de niumeros reales que la expresion:

00 s 1/p
n=1llp n=1

define una norma sobre IP. Mostraremos a continuacion que (I, | - ||,) es un
o0

espacio de Banach. Sea {xn} una sucesion de Cauchy en (I, - |,). En-

n=1
tonces:

X = {zl(l)ax2(1)>x3(l)a }
T2 = {I1(2), 1’2(2), I‘g(z), ce }
Ty = {zl("),xg("),xg("),...}
T = {xl(m),x2(m),x3(m),... }

Ahora bien, de nuestra hipotesis dado € > 0 existe un ng € N tal que:
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|zn — zml],” = Z ;) — ;P < P st m,n >ng
j=1
luego,
|:1:j(")—xj(m)|p<z—:p si m,n>ng, j=12,3,....
se sigue de esta ultima desigualdad que la sucesion {xj(")} es de Cauchy
n=1
en F, para j =1,2,3,.... Como (F,|-|) es completo, existe un unico z; € F
tal que:
lim 2, = 2, j=1,2,3,...
Sea x = {zj}
J=1 o
Afirmacion 1. = = {zj} € [P, En efecto, ya que nuestra sucesion
j=1
inicial {Zlfn es de Cauchy, entonces por la proposicion 2.5(a) es acotada.

n=1
Ast, existe un M > 0 tal que:

(o) 1/p
[zall, = (Z |£Ej(")|p) <M  para n=123,...
j=1

Entonces, para cada k € N,

k 1/p
(Z |$j(”)|p> < [Janll, <M

J=1

y ahora, haciendo que n — oo obtenemos que:

k 1/p
(Z |Zj|p) <M
j=1
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y en consecuencia, como k es arbitrario

00 1/p
lzll, = | D 1mlP) <M
j=1
o
esto es, x = {zj} el
j=1
Afirmacion 2. lim x, = x en| |, En efecto, usando nuevamente el
n—oo
o
hecho de que {xn} es de Cauchy:
n=1
[e.e]
|20 — 2 ll,” = Z ;) — ;P < P st m,n >ng
7=1
Luego, en particular,
k
Z |2, — ;M < P st m,n > ng, ke N fijo
j=1

Asi, manteniendo n fijo, pero con n > ng y haciendo que m — oo vamos a
tener que:

k
Z |2, — 2P < P, keN  figo
j=1

Por tanto, ahora haciendo que k — 0o, se obtiene que

1/p

o
|zn — ||, = Z |2, — ;P <e si n > ng
j=1
lo cual finaliza la demostracion.
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Ejemplo 2.4 Sea el conjunto:

loo 1= {{xn} s xp €F, Yy sup |z, <oo}
n=1 neN

FEs fdcil verificar que éste conjunto es un espacio vectorial sobre F respecto de
las operaciones usuales de suma y multiplicacion por escalar para sucesiones.

Ademds, la expresion
o
n=1

define una norma sobre lo,. Mostraremos a continuacion que ly, dotado de
o

= sup |z,
0o neN

esta norma es un espacio de Banach. En efecto, sea {xk} una suceston de
k=1
Cauchy en lo. Entonces, dado € > 0 existe un ng € N tal que:

||xk - xm”oo <e€ st k,m > ng
como
T = {l’l(k),l’g(k), Y G }
Ty = {xl(m),x2(m), oy ™ }

entonces, con k y m fijos,

Tp — Ty = {:cj(k) - xj(m)}

y por tanto,
17 — Zmlloe = sup |z;® — 2,0 < ¢ si k,m > ng
jEN
Y EN CONSeCUEnCcia
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|Zl§'](k) _$](m)| <e st k,mZTLO, j:1a27 (A)

(e 9]

se sique de esta ultima desigualdad que la sucesion {xj(k)} es de Cauchy
k=1
en F para j =1,2,3,... y ya que (F,|-|) es completo, existe un x; € F tal

que:
z; = lim ;M j=1,2,3 ... (B)

k—o0
00
sea r = {SL’)}
j=1

Afirmacion 1. x = {x]} € l. En efecto, tomando m = ng en (A)

vamos a tener que:

k)

|xj( —:cj("‘))\ <e si k > no, 7=12,3,...

y ahora, haciendo que k — oo y usando (B) obtenemos que:

|z — xj("°)| <e para j=1,2,3,...

Ahora bien, como x,, = {a:l("o), xo0) } € lo, entonces
sup |2;™)| < oo
jEN
Y ya que
25| <y — ") 4+ ") 5 =1,2,3,.
entonces

|zllo = sup |z;] < sup |z; — ;0| +sup |2;")]
jEN jEN jEN
< 0
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Afirmacion 2. lim z,, = z en||:||e. En efecto, de (A) y (B) se obtiene
que:

\xj—xj(m)| <e donde m > ng j=1,2,3,...

Luego

T —Tyllee = sup |z; —x; <e m > ng
; ](m) >
jEN

lo cual finaliza la demostracion.

Ejemplo 2.5 Sea

c = {xn} cx, €F yexiste lim x,

n=1 n—oo

Entonces, ¢ es un espacio vectorial sobre F respecto de las operaciones usuales
de suma y multiplicacion por escalar. Ademds, ya que toma sucesion conver-
gente es acotada se sigue ¢ es un subespacio vectorial de l.

Afirmacion. (¢, |- |w) es un espacio de Banach. Para mostrar esta afir-

macion basta demostrar que c es cerrado en l, (Uer proposicion 2.6 (a)). Sea,

[e.e]

entonces {xn} una sucesion en ¢ tal que x, — T € ly sin — 00 en || - ||so-
n=1

Mostraremos que x € c. Sean
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X1 = {l’l(l),l’g(l), .. .,1’,'(1), e } €c
To = {xl(z),@@), .. .,xi(z), R } ec
Ty, = {xl("),xg("),...,xi(”),...} €Ec

T = {yl, Yo, ., yi,...}elw

Afirmacion 1. lim ;" = y, 1=1,2,3,...

n—oo

En efecto, como lim =z, = x, dado € > 0 existe un ng € N tal que:
n—oo
|z — x|l = sup ™ -y <e s1 n > ng
ieN

en consecuencia

zi(")—yi<€ ) n > ng 1=1,2,3,...

lo cual muestra nuestra afirmacion 1.

Afirmacion 2. Sea L, = lim ;" La sucesion de limites {Ln}
1—00 n=1
es de Cauchy en (F,|-|). En efecto, como xn} es convergente en Iy,
n=1

entonces ésta es de Cauchy en l.,, por tanto, dado € > 0 existe un ny € N tal
que
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20 = Tmlloo = sup |z, — 2™ < si nm>m
iEN
Y EN CONSECUENCLA
xi(n)—xi(m) <€ s1 n,m = ny, 1=1,2,3,...

y asi también cuando i — oo vamos a obtener que:

‘Ln—Lm <e St n,m > ng

y en consecuencia por la completitud de (F,|-|) eziste un unico L € F tal que:

lm L, = L

n—oo

Afirmacion 3. lim y; = L (esto mostrard que x := {yz} €c

oo i=1
y completa la demostmcz’o’n).

En efecto, como lim L, = L, entonces dado € > 0 existe un ny € N tal
que:

|Ln—L|<§ i m>m

Por otra parte, usando nuevamente el hecho de que:

lim z, = x
n—oo
en || - |loo, entonces dado € > 0 existe ny € N tal que:
_ (n) ° :
|zn — 2]|oc = sup |z, —yi| < = s m>ng
iEN 3

Y EN CONSecuUencia
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€
3
Tomando entonces ng = max(ny, ne) vamos a obtener al fijar este ng que:

‘l’l(n)—yl| < St n > no, 1=1,2,...

£
3

También, ya que lim ;" = L, para n=1,2,..., entonces

|Lno—L\<§ y o -yl < i=1,2,...

lim ;") = Lno(;»

1—00

Por tanto,

= ¢ % 1> 1

Ejemplo 2.6 Sea

co = {{xn}oo , x, €F Y lim x, = 0}
n=1 n— o0

Entonces, ¢y es un espacio vectorial respecto de las operaciones usuales de
suma y multiplicacion por escalar. La expresion:

).

define también una norma sobre cy.

= sup |z,
0o neN

Afirmacion. (co, | - ||oo) es un espacio de Banach. En efecto, para esto
[e.e]

basta demostrar que (co, || - ||s) €s cerrado en lo. En efecto, si § x, € ¢
n=1
tal que , — = = {y1,y2,...} €Eloo sin — 00 en || - |00, entonces, siguiendo

un proceso semejante a el dado en la demostracion del ejemplo 1.7, vamos a
ver que L, =0 paran =1,2,3,... y asi:
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L =lm L, =0

n—oo

Luego, por la afirmacion 3:

lim 3 = 0

Y eN cOnSecuencia T = {yl} € ¢

i=1
Ejemplo 2.7 (C([a,b]),]|"]|.) es un espacio de Banach (ver el ejemplo 1.10 para

recordar la definicion del espacio C([a,b]) y de la norma || - ||u)

[e.e]

En efecto, sea {fn} una sucesion de Cauchy en C([a,b]). Entonces,
n=1

dado € > 0 existe un ng € N tal que:

||fn_fm||u = Sl[lpb} |fn(x)_.fm(x)| <¢€ s1 mﬂ”LZno
z€la,

Se sigue de esta desigualdad que:

|fu(z) — f(2)| < € st m,n > ng V€ [a,b] (A)

y por tanto, la sucesion {fn(at)} es uniformemente de Cauchy en (F,|-|).
Sea

n=1

fl@) = Mm fu(o)

Por la unicidad del limite f es evidentemente una funcion definida sobre el
intervalo [a,b] a valores en F.

Afirmacion 1. f, — [ sin — oo en || - |4 En efecto, tomando n > ngy
y haciendo que m — oo de (A) se obtiene que

[fulx) = fl2)] <e
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Luego

[fo = fllu = sup [fu(z) = flx)] <e s n=mng

x€[a,b]

Afirmacion 2. f € C([a,b]). En efecto, sea xq € [a,b]. Como
fro € C(la,b]), dado & > 0 eziste un § > 0 tal que:

fno (JJ) - fno ('TO)

Por otra parte, como:

< si |z — x| <6

Wl M

f(.l’) - f(xo) = f(.l’) - fno(x) + fno(x> - fno(xo) + fno(xo) - f(xO)

entonces,

‘f(fv)—f(xo) < (@) = fao (@) + | o (2) = Fro (o) | + | fro(w0) = f(0)

<€+E+€—5
3 3 3

si |x — x| < 9, lo cual concluye la demostracion.

Ejemplo 2.8 (BV ([a,b]),| - |lsv) es un espacio de Banach (Uer el

ejercicio 1.17 para recordar la definicion del espacio BV ([a,b])

En efecto, tenemos inicialmente que si f € BV ([a,b]) entonces,

1fllsv = [f(@)]+V(f),
donde,
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[e.e]

Sea entonces, {fn} una sucesion de Cauchy en BV ([a,b]). Sin perder
n=1

generalidad podemos suponer que fn,(a) = 0 paran =1,2,3,... (gPor qué?)

Ast, dado € > 0 existe un ny € N tal que:

fn_.fm _I'V(fn_.fm)

- |t s@

= V(fn _fm)
k
= Slép Z ‘(fn_fm)(tz)_(fn_fm)<t2—1)|

< € si m,n >ng (A)

como Py = {a,x, b} (a <z <b) es una particion de [a,b] y ademds

\wﬁnmwwn—mm> n

gkh—hﬁ»%h—hM)

+‘%—ﬁ&@—%fﬁM@

< € st m,n > ng
o

vamos a tener entonces que { fn(x) es una sucesion uniformemente

n=1
de Cauchy ¥ x € [a,b] en (F,|-|) que es completo. Sea

fa) = lm ()
Tomando ahora n > ngy y haciendo que m — oo en (A) obtenemos que:

k

= sup > |(fa— S)(t:) = (fa = F)tin)| <&

BV |1 —

fn_f
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yasi fr, — f sin— o0 en || v
Por otra parte, como || fn,|lsv < M < 0o para algin M > 0, entonces,

1 fllBv < |If = faollBv + [ faollBv <€+ M < 00

y en consecuencia f € BV ([a,b]).

Ejemplo 2.9 En nuestro ejercicio 1.13 hemos definido el espacio C'([a,b]).
El lector puede mostrar que la expresion

LA = W f e+ 1 ke (f € C'([a,0]))

define también una norma sobre C'([a, b])

Afirmacion. (C'([a,b]), || |") es un espacio de Banach. Efectivamente, sea

{fn} una sucesion de Cauchy en C'(|a,b]). Entonces, dado € > 0 existe un
n=1
ng € N tal que:

/
fn_fm - ‘fn_fm +H(fn_fm),
u u
= ‘fn_fm _'_‘fn/_fm/
u u
< € 51 m,n > Ny
en CONSeCUENCLa,
£ .
fn_fm < 5 St m,nZno
u
Yy
‘fn'—fm' < = si m,n>ng
u
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[e.e]

Se sigue de cada una de estas desigualdades que las sucesiones {fn} Y

n=1
{fn' son sucesiones de Cauchy en C([a,b]) que es completo. Asi, existen

n=1
funciones f € C([a,b]) y g € C(la,b]) tales que:

fo—f si n — oo uniformemente sobre |a, b]

fi — g s1 n — oo uniformemente sobre [a, b]

Se sigue entonces del teorema 4 - 8 en [14] pag. 127, que f es derivable sobre
la,b] y ademds
g =17

Por tanto, f € C'([a,b]) y esto culmina la demostracion.

2.4. Separabilidad de un espacio normado y
ejemplos. El Lema de Riesz.

En Andlisis funcional, la nocion de separabilidad de un espacio normado
tiene su motivacion en esa propiedad que presenta el conjunto de los nimeros
reales de que cada elemento de este conjunto es el limite de una sucesion de
numeros racionales. Aqui, en esta seccion, se introduce esta nocion y se mues-
tra que (1P, || - ]|,) (1 < p < o0) es separable y también que (I, || - ||oo) no lo
es. También se muestra el Lema de Riesz.

Definicion 2.7 Un espacio normado (X, | - ||) se dice separable si existe un
subconjunto A de X tal que:

(a) A es numerable.

(b) A es denso en X (esto es, dado € >0 y v € X eziste un a € A
tal que 0 < ||lx —al| < 5)
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En nuestro ejemplo 2.3 se mostrd que (I, ]| -]/,) (1 <p < o0) es un espacio
de Banach. En el siguiente ejemplo se muestra la separabilidad de (IP, || - ||,)-

Ejemplo 2.10 (I7,|| - ||,) es separable (1 < p < 00). En efecto, mostraremos
la existencia de un subconjunto D en P que es numerable y denso en IP; sea

o
entonces x = {xn} € [P. Decimos que este x € [P es del tipo racional si

n=1

Tpn € Q paran=1,2,3,... para el caso en que x, € C, entonces

Tp = an + b, donde a, € Q y b, € Q para n:1,2,3,...). Si ademas

x, # 0 para un numero finito de subincides n decimos que x = {xn} es
n=1

del tipo racional finito y lo denotamos por (TRF); sea

D = {x - {xn}oo P xoes (TRF)}

n=1

Es claro que D es numerable (;Por qué?) mostraremos a continuacion que D

o
es denso en IP. En efecto, sea v = xn} € ? ye > 0 entonces, de la
o n=1
definicion de [P, |z|P < 0o. Por tanto, existe un ng € N tal que:
k=1
o
Ep
A
S fuk <2

k=no+1

Sea y = {yk} € D tal que:

k=1

€
|yk—Ik|<W para k=1,2,...,n9
0
y ademas
Y =0 St k>ng+1
luego
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no o0 EP gp
p = —_—
Hx - y||p = ; |Ik - yk|p+ Z |xk|p < ng <2—no) + 5 = cP

k=no+1

Y EN CONSeCcuUEncia

[z = yllp <e

por tanto, D es denso en [P.

Para nuestro prozimo ejemplo necesitamos usar el siqguiente resultado de la
Teoria de Conjuntos: la coleccion P(N) es no numerable, esto es,

card (P(N)) = N — ¢

Ejemplo 2.11 (I, || - ||cc) no es separable. Supdngase lo contrario, esto es,
(loos || - loo) €s separable. Sea entonces, D un subconjunto de l, que es nume-

rable y denso en l,. Sean Fy, Fy € P(N) tal que Fy # F» entonces, Xp, € B(N)
y Xp, € B(N) donde
B(N) := {f :N— R : f esuna funcion acotada}

FEste B(N) es un espacio vectorial respecto de las operaciones usuales de suma
y multiplicacion por escalar y la expresion:

[fllu = sup [f(n)]
neN

define una norma sobre B(N).
Ademas,

||XF1 - XFQHU > sup
neN

XFl(n) — XF2(’N,> =1sine Fl\F2 oneE Fg\Fl

[e.e]

1
Ahora bien, sea F' € P(N) ye = 1 Entonces {XF(n)} € ly. Por otra

n

=L,
parte, como Q es denso en |, existe una sucesion dF(n)} en D tal que:
n=1
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1
||XF — dFHoo = sup Xp(n) — dp(’n,) < -,
neN 4
. 1 _ 1
en consecuencia |ldp, — dp,|| > 1 En efecto, si ||dp, — dp,||le < 1
vamos a tener que:
||XF1 - XF2||U = HXFl - dFl + dFl - sz + sz - XFzHu
< |NXr = dpllu + [ldr, — dpyllu + |dr, — X5,
<l loso
4 4 4 4

lo cual es una contradiccion. En efecto, significaria que la transformacion

¢:P(N)— D

definida por o(F) = dp es 1-1, lo cual contradice la no numerabilidad de
P(N).

A continuacion mostraremos el importante Lema de Riesz.
Lema 2.2 (de Riesz) Sean (X,| - ||) un espacio normado y M un sub-
espacio vectorial cerrado de X tal que M # {0}. Sea 0 < 6 < 1. Entonces
eziste un xg € S(0,1) tal que:
|lx — zq|| > 0 VeeM
Aqui
S(0,1) := {ZL’ eX :|z|| = 1}

Demostracion
Sea 1 € X|M. Entonces,
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d = d(xy,M) = inf |zg—m]| >0
meM

ya que M es un subconjunto propio y cerrado del espacio métrico X. Por otra
parte, como 0 < 6 < 1, entonces

0d < d

Y ast,

d
d<§

en consecuencia, existe un my € M tal que:

d
d < ||:171—m1|| < =

0
Sea xyg = 7™M B claro que |lzgl| = 1 y asi zg € S(0,1). En
|1 — my|
consecuencia, st m € M vamos a tener que
rp — my 1
lzg —ml| = |77 —m| = T———||z1 —m1—mllzy —m|
1 — ma| |1 — ma|
eM
1 ~- ~
= |1 — M +me1 —mlH
|1 — ma|
0
> —d =14
—d
Por tanto

d(zg, M) = fof |zg—m| >0
meM
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2.5. Comentario final

La literatura actual sobre la teoria de espacios de Banach es bastante ex-
tensa. El texto [1] mencionado en nuestra introduccion es un material de gran
utilidad al estudiante que comienza y desea ademas continuar con el estudio
de ésta teoria.

En el capitulo 1 de [8] se muestra una buena lista de ejemplos de espacios
de Banach con su respectivas demostraciones.

La demostracion de Lema de Riesz fue tomada de [6] capitulo 1.

La nocion de espacio normado separable puede verse también en [8]
capitulo 1.

2.6. Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1 Sea x = (x1,9,...,2,) € R, con z; >0 i=1,2,...,n.
Sean

1 +29+...+2,

Alx) = = =

n n

n 1/n
G(x) = Yxixe.. .z, = ( x,)
i=1

Demostrar que:

G(z) < A(z)

Esta expresion se llama Desigualdad Media Aritmética - Geométrica.
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Ejercicio 2.2 Sean X un espacio vectorial y D C X convexo y no vacio.
Decimos que una funcion

f:D—R

es.’

(a) Conveza si:

flr+ 1=ty <tf(e)+ (1 -)f(y) VayeD, tel0]]

(b) Estrictamente conveza si:

flx+(1—t)y) < tf(x)+(1-t)f(y) Vaz,y€ D, con x#vy, tel0,1]

(c) f es concava si:

fitz+ (1 —=t)y) >tf(x) +(1—-t)f(y) Va,yeD, tel0,1]

(d) f es estrictamente concava si:

fltz+(1-t)y) > tf(x)+(1-t)f(y) Vaz,ye€ D, con x#y, tel0,]1]

Demostrar que:
(e) f es convera <= —f es concava.
(f) [ es estrictamente convera <= —f es estrictamente céncava.
(g9) Sif es convera yc >0 entonces cf es conveza.

(h) Si f es estrictamente convexa y ¢ > 0 entonces cf es estrictamente
conveza.
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(i) Sif es concava y c > 0 entonces cf es concava.

(j) Si [ es estrictamente concava y ¢ > 0 entonces cf es estrictamente
concava.

Ejercicio 2.3 Sean f; : D — R 1 = 1,2,...,m, funciones convezas.
Demostrar que la funcion:

g:D—R
definida por
g(z) = Z fi(z) xeD
i=1
es convezxa.

Ejercicio 2.4 Demostrar que cualquier combinacion lineal no negativa de
funciones converas es una funcion convexa.

Ejercicio 2.5 Demostrar que la funcion:
f:R*—R

definida por

f(x,y) = |z + |y

es convexa.

Ejercicio 2.6 Sea f: D — R una funcion concava.
Demostrar que:

donde x; €D, i=1,2....n y «o€(0,1) talque > o =1
i=1
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Ejercicio 2.7 Usando el ejercicio 2.6 demostrar la Desigualdad Logaritmica
de Jensen:

1 1
Zloga; < Z o
Z — loga; < log (Z - az)
i=1 i=1

donde a; € (0,4+00) i=1,2,...,n.
Ejercicio 2.8 Demostrar la Desigualdad Media Aritmética - Geométrica u-
sando la Desigualdad Logaritmica de Jensen.

Ejercicio 2.9 Sean (X, | - ||) un espacio normado y {xn} una sucesion
n=1
en X tal que:
1
Tnta — Tpt || < 5 Tpntl — Tn para n=12 ...
Demostrar que {xn} es de Cauchy en (X, || -||)-
n=1

Ejercicio 2.10 Sea C([—1,1]) dotado de la norma:

1
Ifll2 = [1f(t)]*dt
[

Demostrar que (C’([—l, 1)), - ||2) no es un espacio de Banach

Sugerencia: Considere la sucesion:

1
folt) = nt st 0<t<—
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Ejercicio 2.11 Demostrar que un espacio normado (X, || - [|) es completo
<= B (0,1) es completa.

Ejercicio 2.12 Sean

@ Xii= {sec@)  f0)-o}

W o= {rec@oa) : [fw = o

0

Demostrar que X1 y Xo son subespacios cerrados de (C([O, 1), - ||u)

[e.e]

Ejercicio 2.13 Sean (C’([O, 1), ||u) Yy {tn} una sucesion en [0, 1]. Sea
n=1
la expresion:

I = 11+ 3 (§) 1P e o)

Demostrar que:

(a) ||-|| esuna norma sobre  C(|0,1])

(b) (X,||-]) esun espacio de Banach.

Ejercicio 2.14 Demostrar que la expresion:

o0 o0 1
— J—
) = 21> |+ (1+n) |2
n=1 n=2
donde x:= xn} € ly define una norma sobre ly sEs (Iy, || - ||') un espacio
n=1

de Banach.
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Ejercicio 2.15 Sea 1w := 2%} € ly. Hallar ||z||
n=1

2n_n = 2y asix:= {2%} ely

o
Sugerencia:
= n=1

n=1

Ejercicio 2.16 Demostrar que la expresion:

oo

1
el = > ol
n=1
es una norma sobre cy. ;Es (co,|| - ||') un espacio de Banach?

Ejercicio 2.17 ;Son de acuerdo al teorema 2.6 c/cy yls/c espacios de Ba-
nach?

Ejercicio 2.18 En el espacio cociente lo./c hallar:

"[(—1, 1,-1,1,.. .)]H

Ejercicio 2.19 Demostrar que (¢, | - ||oo) ¥ (o, || - [ls0) SO separables.

Ejercicio 2.20 Demostrar que (C([a,b]),] - ||l.) es separable.
Sugerencia: Usar el Teorema de Stone-Weirstrass.

Ejercicio 2.21 Sea (X, | -||) un espacio de Banach. Una sucesion

{xn C X se llama una Base de Schauder de X, si para cada v € X
n=1

[ee]
existe una unica sucesion {an} C R tal que:
n=1
o
r = g any, en la norma || - ||
n=1

Demostrar que todo espacio de Banach con una base de Schauder es separable.
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Operadores lineales acotados

3.1. Nocién de acotacién de un operador
lineal. El espacio B(X,Y)

Con el proposito de motivar la nocion de acotacion de un operador lineal recor-
damos previamente algunos hechos del Algebra lineal matricial

Definicion 3.1 Sean X y Y espacios vectoriales <SObT€ el mismo cuerpo de esc

Una funcion

T:X —Y

se llama una transformacion lineal si:

(P1) Es aditiva, esto es:

Tx+y) = T(x)+T(y), Vr,ye X

(P2) Es homogénea, esto es:
T(ax) = oT(z) aeF, reX
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Observemos de (P1) y (P2) que:

T:X —Y eslineal < T(ax+pPy) = oT(x)+0T(y), a,BeF, r,ye X

Definicion 3.2 Un arreglo de elementos de F de la forma:

a1y a12 N AT
21 a929 ... Qop
Am1 Am2 ... Qmp

se llama una matriz de orden m X n <est0 es, m filas yn columnas) y se

denota por: A = (a;;) Sea

mxn*®

mXn

M = {A = (aij)en @ A es una matriz de orden m X n}

Se sabe que este conjunto M, . es un espacio vectorial sobre F respecto de las
operaciones usuales de suma de matrices y, multiplicacion por escalar.
Ademds, st A€ M_ . la funcion:

T:R" — R™
definida por

T(x) = Ax

donde Ax representa el producto de la matriz A con el vector
r = (x1,%9,...,1,) € R" pero escrito como un vector columna, esto es,
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€

X2

es una transformacion lineal.

A continuacion tenemos el importante teorema:

Teorema 3.1 <Rep'resentacién matricial de una transformacion linea

Sea

T:R*" — R™

una transformacion lineal con T'(x) # 0 para algin x € R". Entonces,
existe una unica matriz que denotamos por A(T) € M, . tal que:

C11 C12 ... Cip

Co1 C29 . Cop
A(T) =

Cmi Cm2 .- Cmn

donde los elementos c;; han de determinarse y, tal que

T(zx) = A(T)x, VaeR"
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Demostracion
Existencia. Sea B = {el, €9y, en} la base canonica de R™. Llamemos
T(e1) = wi = (cu,621,---,Cm1)
T(€2) = W2 = (0127022, . ~7Cm2)
T(e,) = w, = (CinyCony---,Cmn)
Sea A(T) la matriz de orden m X n cuyas columnas son wy, ws, . .., w,. Note

que w; escrito como una matriz columna es:

C1j
Coj
wj = J=12,...,n
Cmj
luego,
C11 C12 <o C1y ... Cip 0
0
Co1 Co2 <o Coj ... Cop
A(T)e; = 1 | = w Jj = 1,2,
0
Cm1 Cm2 - Cmj ... Cmn 0
Ast, six € R™ conx = (x1,x9,...,2,) entonces,
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= A(T) (é xyey)
= A(T)x

Unicidad. Sea B(T') otra matriz tal que

T(x) = B(T)x VzeR"

Por la existencia de A(T) vamos a tener que:

T(x) = A(T)x VzeR"

Y en CONSECUENCLE

(B(T)—A(T)x =0 VzeR"
Sea C(T') = B(T)— A(T), entonces

CT)x =0 VzxeR"

en particular tomando x = e; (j = 1,2,...,n), obtenemos que
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Capitulo 3 Operadores lineales acotados

por tanto la i-ésima columna de C(T') es el vector cero y, en conclusion:

c(T) =0 [:>B(T) = A(T)
Sabemos del ejemplo 1.2 que si:

r = (r1,%9,...,2,) ER" y, y = (Y1,Y2,...,Yn) € R", entonces

> iyl < llll Nyl
i=1
donde || - || es la norma Euclidiana del espacio R™. Esta desigualdad, conocida

como desigualdad de Cauchy - Schwarz, serd usada para la demostracion de la
siguiente:

Proposicion 3.1 Sea

T:R" — R™

una transformacion lineal. Entonces existe una constante M > 0 tal que
IT(z)|| < Mllz||, VzeR"

Demostracion
Sea A(T) = (¢ij),nn.  la matriz dnica dada por el teorema 3.1 tal que:
T(x) = A(T)x, VaoeR"
Sean x = (r1,%2,...,2,) ER" y, T(x) =y = (Y1,Y2,---,Ym) € R™.
Entonces, al calcular el producto matricial A(T)x vamos a obtener que:
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Y1

Y2

Ym

En consecuencia,

Yi

Por tanto,

esto es,

Y ast,

donde:

2

n

C11T1 + C12Z2 + ... + C1p Ty = C1;T5
=1
n
Co1T1 + C92X9 + ...+ ConTy = Z Co;j
=1

Cm1%1 + Cp2Z2 + ...+ Cp Ty, =

n

=1
m n m
>l < ( > c,-f) 1
i=1 ]

IT(@)]I* < ( > cf) il

[T(2)| < Mllz]| VX R

Tenemos asi la importante definicion:
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Definicion 3.3 Sean (X, ||-]1) v (Y. - |l2) espacios normados. Una trans-
formacion lineal

T:X —Y

se dice acotada si existe un M > 0 tal que:

[T(2)]l2 < Mllly,  VzeX

En lo sucesivo, una transformacion lineal serd referida como un operador
lineal, y una transformacion lineal acotada como un operador lineal acotado.
En lo que sigue, también sin perder generalidad, las normas || - ||1 y || - || de
X y Y respectivamente serdn denotadas por || - ||.

Definicion 3.4 Sean X yY espacios normados. Un operador lineal

T:X—0Y
se dice continuo en un xo € X si dado € > 0 existe un 6 > 0 tal que:
T (z) — T(zo)|| <€ si |lx — zo|| < O

Proposicion 3.2 Sea T : X — Y un operador lineal. Las siguientes
afirmaciones son mutuamente equivalentes:

(1) T es un operador lineal acotado.
(2) T es continuo sobre X.
(3) T es continuo en el elemento 0 € X.

(4) T es continuo en algin xo € X.

Demostracion
(1) = (2) Sean T un operador lineal acotado y, xo € X, x¢ arbitrario.
Veamos que dado € > 0, existe un § > 0 tal que:

IT(x) = T(xo)ll <& si [lo =l <9
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En efecto, como T es un operador lineal acotado vamos a tener que:
1T (z) = T(xo)|| = [[T(z —20)l| < M|z — 0| < Md <&

y ast podemos tomar § < % (T(O) = 0 por ser T lineal)

(2) = (1) Sea T continuo sobre X. Entonces, dado ¢ > 0 eziste un 6 > 0
tal que:
T(B(0,6)) € B(T(0),e) := B(0,¢)
Sea x € X, x # 0. Entonces, el elemento:

0 x
y = 2L B0,
2Ty € B0

y en consecuencia por la continuidad de T' en 0 vamos a tener que:

I G| <

y por tanto
2e
1T (@) < 5 llll,
2e .
tomando M = 5 concluimos que:
[T(2)]] < Mllzll,  VeeX

(2) = (3) Es evidente.

(3) = (2) Seaxy € X, w9 #0. Como T es continuo en el 0 € X, dado
e > 0 existe un 0 > 0 tal que:

T <e szl <0

ast, si ||z — zo|| <6, entonces ||z — xg — 0| < 9, y por tanto,
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IT(x = x0) = TO)|| = [[T(x) = T(xo)| <&
(3) = (4) FEs evidente.

(4) = (3) Veamos que dado € > 0 existe un 6 > 0 tal que:

Tl <e si yll <o

En efecto, como T es continuo en algin xog € X (xg # 0) dado € > 0 eziste
un 6 > 0 tal que:

IT(x) = T(xo)ll <& s [lo =l <0

esto es,

IT(x —20) —TO)| < si|lw—z0—0]| <o

Sea y = x — xg. Entonces vamos a obtener que:

Tl <e si yl <o
(La funcion f: B(xo,d) — B(0,0) definida por f(x) = x — xg

es un homeomorﬁsmo) .

A continuacion definimos los conjuntos L(X,Y) y, B(X,Y).

Definicion 3.5 Sean X yY espacios normados. El conjunto L(X,Y) es:
L(X,)Y) = {T : X —Y T es un operador lz’neal}

y B(X,Y) es:

B(X,)Y) = {T : X — Y T es un operador lineal acotado}
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Note que, en general, B(X,Y) C L(X,Y).

Ahora bien, en L(X,Y) (y por tanto también en B(X,Y)) definimos las si-
guientes operaciones:

(01) Suma:

(T+95)(z) = T(x)+ S(x), reX

(02) Multiplicacion por escalar:

(aT)(x) = aT(x), aceF, xeX
Mostraremos a continuacion que (01) y (02) estdn bien definidos en L(X,Y)
(supom’endo inicialmente que L(X,Y) # gb)
(01) (T+S)z+y) = Tx+y) +S+y)
= T(x)+T(y)+ S(x) +5()

= (T+S)(x)+ (T + 95)(y), VaoyeX

(T+ S)(az) = T(oz)+ S(az)
= aT(z) + aS(z)
= a(T(x)+S), acF zeX
(02) (aT)@+y) = aT(x+y)
= oT(x)+T(y))
= (aD)(@)+ (aT)(y), a€F zyeX
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(aT)(fz) = oT(fz) = (af)T(z) = (Ba)T(x)
= Bal)(z) a,feF, xz€X

Ademds, ya que T y S son operadores lineales acotados:

T+ S) @) = [IT(z) +S@) < [T+ 15|

< Mzl + Maffz]] = (My+ My)|jzl], @€

[(@D) ()| = l[oT ()| = |al|T(@)] < |alM|T(x)]l, zeX
tenemos asi la proposicion:

Proposicion 3.3 Los conjuntos L(X,Y) y B(X,Y') son espacios vectoriales
respecto de las operaciones (01) y (02).

Demostracion
Se deja como un ejercicio
Proposicion 3.4 La funcion:

[ [l s B(X,Y) — [0, 00)

definida por:

Tl — sup 1T
el

es una norma.
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Demostracion

Observemos inicialmente que como T € B(X,Y) existe un M > 0 tal que:

|T(2)|| < Mljzl|, VzeX
Asi, si x # 0,
7@l _
edl
por tanto,
T
sup M <M< o
w20 ||zl

y este supremo lo denotamos por ||T||.

El lector puede verificar los axiomas (A1) y (A2) de la norma. Verificaremos
la desigualdad triangular. Para esto, basta verificar que:

1T+ Sl < |T|lu + [|S|lu+€, Ve>0
En efecto, como:

7 () + S(x)|

]

T + S|, = sup
z#0

entonces, dado € > 0, existe un xo € X, x9 # 0 tal que:

[T (0) + S (o)

||T+S||u< + ¢,
o]l
luego,
T S T S
PR 4 O R[5 B 4 20) B LICOI
ol o]l o]l

< AT [l + 1151 + €
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en consecuencia:

1T+ Sllu < 1Tl + IS]l, V5, T € L(X,Y)

Teorema 3.2
Sean X wun espacio normado y Y un espacio de Banach. En-
tonces, (B(X,Y),| - |l.) es un espacio de Banach.

Demostracion

Sea {Tn} una sucesion de Cauchy en (B(X,Y), || - ||.). Entonces, dado
n=1
e > 0, existe un ng = ng(e) € N tal que:

||Tn - Tm”u = sup || (x) ($)|| <& st m,n Z )
270 |

Luego

IT0(z) = Tn(0)|| < ellzll st m,n=ng VreX (4)

Se sigue de ésta ultima desigualdad que {Tn(x)} es una sucesion de Cauchy
=1
en'Y para cada x € X que es completo y, por tgnto, ésta sucesion es conver-

gente.

Sea

T7: X —Y
definida por:

T(x) = lim T,(z) reX

n—oo

Es facil verificar que T es una transformacion lineal. Afirmamos que T es aco-
o

tada. En efecto, como {Tn es de Cauchy en (B(X,Y), |- |l.), es acotada,
n=1
esto es, existe un M > 0 tal que:
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I Tolle <M para n = 1,2,3,...

en cons BCUGTLCi(I,

n—o0

IT@)] = | lim To@)] = lm |T,()]
< dim [Tl

< Mlz|| VzeX

Asi, T € B(X,Y). Por otra parte, haciendo que m — oo y tomando n > ng
en (A) vamos a tener que:

ITn(z) = T(@)]| <ellzf, VzeX
luego, si x # 0 :
|Tn() = T@)] _
]l
y por tanto:
[T () — T()|

[T =Tl = sup

<e s n>ng
20 edl

Culminaremos esta seccion dando otra definicion y después estableceremos una
observacion

Definicion 3.6 SeaT € L(X,Y). Entonces,

(a) El nicleo de T denotado por N(T') es:

N(T) = {IEX L T(a) = o}

Obsérvese que si ademds T es acotado, entonces N(T') es cerrado en

X (im’cialmente la linealidad de T, garantiza que N(T') es un
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subespacio vectorial de X) (Ver también corolario 1.20 (b) y la proposi-
cion 3.3)

(b) El rango o la imagen denotado por R(T'), es:

R(T) = {er sy = T(x), xeX}
esto es, R(T) := T(X)
Observacion 3.1

(a) Sean X,Y y Z espacios normados. Un diagrama del tipo siguiente:

T
X Y

Fig 3.1

donde T y A son operadores lineales acotados, son de utilidad en la Teoria
de Optimizacion y permiten resolver ciertos problemas de minimizacion.
El lector interesado en esto puede consultar el trabajo [9].

(b) El lector puede verificar como un ejercicio que:

T(x
sup M = sup HT(SL’)” = sup HT(SL’)H
e20 ||| llzll<1 llzlf =1

y este valor comin es el que hemos denotado por ||T||,. En lo que sigue
la norma || - ||, de un operador lineal T' serd denotada por ||T|.
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(c) Si Y = F [F = R ¢ C|, entonces el operador lineal acotado:

T:X —F

se llama un funcional lineal acotado y es designado generalmente con la
letra f

(d) El espacio de Banach B(X,F) es denotado por X* y se llama el dual
topoldgico de X. Asi,

X* = {f : X — F : f es un funcional lineal acotada}

Uno de los teoremas mds importantes del andlisis funcional, el Teorema
de Hahn - Banach (a demostrarse mas adelante), afirma que si X es un

espacio normado X # {0} y xg € X, xo # 0, entonces existe un f € X*
tal que:

Il =1y flwo) = ol

Como una consecuencia del Teorema de Hahn - Banach obtenemos que

X #{0} = X* # {0}

3.2. Normas equivalentes. Nocién de operador
cerrado

En esta seccion se mostrard un resultado bastante importante en andlisis
funcional: el que expresa que en un espacio normado de dimension finita dos
normas cualesquiera definida sobre el son equivalentes.

También se introducird la nocion de operador cerrado, el cual es vital también
para el desarrollo del Andlisis funcional: el Teorema del Grafo Cerrado.
Comenzaremos nuestra seccion recordando la siguiente definicion:
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Definicion 3.7 Sean (X, | - ||) un espacio normado. Un subconjunto no
vacio A de X se llama secuencialmente compacto si toda sucesion de puntos
de A contiene una subsucesion convergente a un elemento de A.

La demostracion de los siguientes teoremas pueden consultarse en [2] capitulo
IV seccion 22.

Teorema 3.3
Sea (X,| -||) un espacio normado. Entonces, un subconjunto A
de X es compacto <= es secuencialmente compacto

Teorema 3.4
Sean (X, ||-]|) y (Y,||-]]) espacios normados. Sean D C X compacto

Yy:

f:D—Y

una funcion continua. Entonces, existen puntos xi,vo € D tales
que:

I ()l = sup [[f ()]l

zeD

[f(z2)ll = tnf |[f(2)]]

zeD

Tenemos ahora la siguiente proposicion:

Proposicion 3.5 Sea (X, | -||) un espacio normado con dimX < oo. En-
tonces existe una norma:

[+ fly: X — [0, 00)

y una constante M > 0 tal que:

[z —yll < Mz =yl Va,yeX (A
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Demostracion

Sean B = {61, €9yt en} una base (algébraica) de X yx € X. Entonces
existen escalares \; € F i = 1,2,....n tal que v = >, Ne;. Definamos:
i=1

|1l X — [0, 00)
por

n

ol = 37 1A

i=1
Es claro que || - ||1 estd bien definida y satisface los aziomas (Ay) y (Ag) de
la definicion de norma. Por otra parte, si y es otro elemento de X, entonces

y = 2. Biei luego,
i=1

n

lz+yle = > 481 <D Nl +> 18] = lleli+llyly VayeX
i=1 i=1

También: -
o=yl = || (=B < 3 A= e
< 3 lle=vlled
= () lo-slh veyex
Tomando M = i; |le:|| > 0 obtenemos nuestra desigualdad (A)
Proposicion 3.6 Sean (X, || -||) un espacio normado y || - |1 la norma dada

por la proposicion anterior. El conjunto
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Sy o= {xEX szl = 1}

es secuencialmente compacto

Demostracion

o
Sea {xk} una sucesion de puntos de Sy. Mostraremos que ésta contiene

k=1
oo

una subsucesion {xkj} que es convergente en || -||1 a un x € Sy. En efecto,
Jj=1
como x € S1, entonces

n

T = Z a;Ve; donde Z |ak(i)| =1 k=123,...
i=1

1=1

Ahora bien, consideremos el siguiente “esquema’”:

l l !
Oél(l) Oé1(2) e e al(")
Oég(l) Oé2(2) e e ag(")
(4)
PG (™

Entonces, como |og, | <1 i

I
—_
no
S
o

I
—_
no
w
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se sigue entonces que cada sucesion columna <las indicamos en nuestro esquema

(A) con una flecha hacia abajo | )

{Oék(l)} s {Oék(2)} g s {ak(")}
k=1 k=1 k=1

es acotada, luego por el Teorema de Bolzano - Weirstrass, cada una de éstas
contiene una subsucesion:

{akj@} , i =1,2,....n
j=1

n
que es convergente a un 3; € F i = 1,2,...,n. Seax = > [;e;. Entonces,
i=1

x € X y ademas

n
o, — 2l = D o, =Bl — 0 i j— o0
i=1

ast, xp, — x s j——00 en | -]|1. Por otra parte:

J

181 = X lm |ay,®

= lim Y oy, @

J

= lim 1 =1

Jj—00

lo cual muestra que x € S1 y culmina la demostracion.

Teorema 3.5

En un espacio vectorial X con dim X < oo todas las normas son
equivalentes.
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Demostracion
Sean || - || una norma definida sobre X y, || - |1 la norma sobre X dada
por la proposicion 3.9. Consideremos || - ||| . Ya que la norma || -|| es || - [1—

S
continua y S, es compacto, entonces por el teorema 3.8 existen x1,xy € Sy

tales que:
2] = sup [lz| >0y [z = inf [zl >0
€S TES2

Y eN CcONSecuencia

lz1]] < ||z < |2l Vares,.

x
Ahora bien, si x € X, x # 0, entonces —— € Sy, por tanto:

1]

ool < | ] < e

luego

lzollllz]ly < 2l < l2eflllzfly VzeX
tomando a = ||xs]| >0 yb = ||za]] > 0 obtenemos que ||-|| ~ || - ||1. Por otra
parte, si ||| - ||| es otra norma definida sobre X, entonces por el procedimiento
anterior ||| - ||| ~ || - |1 v, as? por el ejercicio 1.5.

y culmina la demostracion.

Proposicion 3.7 Sean X y Y espacios normados con dimX < oo. En-
tonces,

L(X,Y) = B(X,Y)
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Demostracion

Sea B := {61,62, . ..,en} una base de X y x € X. Entonces,

n
T = g e, a € F, 1=1,2,...,n.
i=1

Sea T € L(X,Y) Por la linealidad de T vamos a tener que:

i=1

T(x) = T(i aiei) = Y T(aer)

i=1
Luego
IT)|l = ;O@T(ei) < 2 e el
= 2 ladllT (el
Sea M = '—I1n2éX |T(e;)||. Es claro que:

IT@) <M Jas| = M|y VoeX

i=1

y ast, en virtud del teorema anterior

IT(@)] < M| Ve X,
y por tanto T € B(X,Y).

Sean X y'Y espacios vectoriales y, T : X — Y wun operador lineal. Fl

inverso de T (supuesta S exz'stencia) es el operador lineal
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T Yy — X
definido por

=Ty =y =T

La siguiente proposicion establece una caracterizacion para la continuidad de
T—l

Proposicion 3.8 Sean X yY espacios normados y, T € B(X,Y) tal que
T es inyectivo <est0 es, T'(xy) = T(x2) <= x1 = x2 |. Entonces, el operador

lineal

T7':T(X) — Y es acotado <= existe un k > 0 tal que

[T (@)|| = kllzl], VzeX
Demostracion
Observemos inicialmente que la inyectividad de T garantiza la existencia
del “inverso” T=: T(X) — X y es también un operador lineal.

=) Supdngase que T~ es un operador lineal acotado. Entonces existe un
k' > 0 tal que:

1T I < K llyll, Yy eT(X)
Luego existe un x € X tal que y = T(z). Por tanto,

177 T ()| < k([T ()

esto es,
]| < K[| T ()]
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y asi también,

1
@) > el
1
1
tomando k = T obtenemos que:
1
1T ()| = Fall=ll, VeeX

<) Reciprocamente, si ||T'(z)|| > kllz|| para algin k > 0 yV =z € X,
entonces, llamando y = T(x) vamos a tener que x = T~ (y) y por tanto

Iyl > kI~ (y)]]
esto es,
L 1
1Tl = Zllyll, vy eT(X)

y en consecuencia T~ € B(Y, X).
Introduciremos ahora la nocion de operador cerrado.

Definicion 3.8 Sean X yY espacios normados y, D un subespacio vectorial
de X. Un operador lineal

T:D—Y
se llama cerrado si {xn}oo C D tal que
n=1
r, > x € X st n — 00
Y,
T(x,) — vy si n— 0

entoncesx € D y, y = T(x).
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Un operador lineal que es cerrado se llama un operador cerrado. Es obvio que
siD:=X vy T:X — Y esun operador lineal acotado entoncesT' es cerrado.
El reciproco no siempre es cierto. En efecto, en lo que sigue se mostrard un
ejemplo (que daremos como una proposicién) que ilustrd esta afirmacion, en
donde nuestra herramienta principal para su demostracion, estd hecha en el
teorema 4-8[13 pag. 127] el cual, ya fué usado para la solucion de nuestro
ejemplo 2.9.

Recordemos también que C([a,b]) es un espacio de Banach con la norma uni-
forme:

[fllw = sup [f(x)]

z€[a,b]
Yy que

C'([a, b)) = {f :[a,b) — R : [ existe y es continua sobre |a, b]}

es un espacio vectorial. Tomando || - ||, , €ste se convierte en un

C’([a,b])

espacio normado. El lector puede verificar que (C'([a, b)), | - ||.) no es nece-
sariamente cerrado en C([a,b]). Tenemos ahora nuestra proposicion:

Proposicion 3.9 El operador lineal:

T:C'([0,1]) — C([0,1])
definido por

T(f) = f
es cerrado, pero no es acotado [f' representa la funcion derivada de f].

Demostracion

Verificaremos inicialmente que T es cerrado. En efecto, sea

{fn}w C C'([0,1]) tal que:

n=1
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fn— f€C(0,1)]) si n—oo en |-l

Y

T(fa)=fa'—9e€C(0,1]) si n—o0 en ||
Debemos ver que f' € C'([0,1]) y que T(f) = g. En efecto, de acuerdo al
teorema 4-8 en [13, pag. 127], f es derivable sobre [0,1] y ademds:
=y

Por otra parte, como la convergencia es uniforme y las f,' son continuas, se
sigue que [’ es continua y ast f € C'([0,1]). Asi, hemos demostrado
fe([0,1])) yT(f) = g, lo cual establece que T es cerrado.

Veamos ahora que T no es acotado. Para verificar esto consideraremos la suce-
o0

sidn {fn} C C'([0,1]) donde:
n=1

fn(t) ="

Entonces, de la definicion de T vamos a tener que
T(f)(t) = f/(t) = nt™'  (n€eN, te0,1])
Luego

[T (fo)ll

IT|| = sup ————— >sup n = o0
f#0 ||fn||u neN
lo cual muestra que T no es acotado.

De los cursos bdsicos de calculo sabemos que si D CR y f: D — R es
una funcion ly = f(x)] el grafo de f denotado por G(f) es el conjunto:

6l) = {ea) e B s we Dy = f)
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el cual puede dibujarse usando técnicas del cdlculo diferencial. Este hecho nos
motiva la siguiente definicion:

Definicion 3.9 Sean X yY espacios normados y D un subespacio vectorial
de X. Sea

T:X—0Y
un operador lineal. El grafo de T denotado por G(T) es:

G(T) = {(x,y)eXxY cxeD,y = T(x)}

FEs claro por la linealidad de T' que el elemento (0,0) € G(T). Restringiendo
las operaciones de espacio vectorial de X XY sobre G(T), éste toma estructura
de espacio vectorial. Ast, al restringir la norma de X XY sobre G(T'), también
se transforma en un espacio normado (La norma que estamos considerando

en X XY es:

I, Il = Mzl +llyll,  (z,y) € X xV

Sabemos por la proposicion 2.8 que st X yY son espacios de Banach, entonces
X XY es también un espacio de Banach con la norma

Gz, )l = [l + Iyl

Por tanto, si G(T) es cerrado en X X Y, es también un espacio de Banach.
Teorema 3.6 (Una Caracterizacion de Operadores Cerrados)
Sean X y Y espacios normados y, D un subespacio vectorial de

X. Sea

T:D—Y

un operador lineal. Entonces

G(T) es cerrado <= T es un operador cerrado
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Demostracion

=) Sea {xn} C D tal que:

n=1

x,—z€eX y T(x,) —y si n— oo

Mostraremos que x € D y, y = T(x). En efecto, de nuestra hipdtesis:

[(n, T(n) = (2, 9) = (@0 — 2, T(zn) = )

=l =2l +[IT(zn) -y

IN

=€ S8 n>ng

(Tn, T(x,)) — (z,9) si n — 0o

Como (zn,T(z,)) € G(T) y G(T) es cerrado, entonces (x,y) € G(T). Por
tanto, v € D y, y = T(x).

e}

<) Sea {(xn,yn)} C G(T) tal que:

n=1
(xmyn) - (Sl?,y) st n— o0

Entonces, por la norma considerada en X XY vamos a tener que:

T, —x € X St n — 00

Y

Yn = T(x,) —y s1 n — 0o

Como T es un operador cerrado, vamos a tener que x € D y ademds
y = T(z). Por tanto, (z,y) € G(T) y ast G(T) es cerrado en X x Y.

Anélisis funcional T | 165



Capitulo 3 Operadores lineales acotados

3.3. Algunos ejemplos de operadores lineales
acotados

Esta seccion contiene algunos ejemplos de operadores lineales acotados. En-
tre otros, mencionaremos el operador de Fredholm, la proyeccion candnica y el
operador Shift.

También se da la nocion de operador compacto y se muestra un teorema de
extension de operadores.

Para tratar nuestro primer ejemplo que serd el operador de Fredholm,
damos inicialmente la siguiente definicion:

Definicion 3.10 Una funcion continua:

k:la,b] x [a,b)] — R
tal que

Mb—a)<1
donde
M = sup k(x, y)|
(z,y)€la,b] x[a,b]

se llama una funcion con un nicleo aceptable de Fredholm.

Ejemplo 3.1 Seak : [a,b]X[a,b] — R una funcién con un nicleo aceptable
de Fredholm. Sea

K : C([a,b]) — C([a,b]),

el operador lineal, definido como:

b
K(z)(s) = / k(s,t)z(t)dt  z € Cla,b]
Este K se llama el operador de Fredholm.
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Observemos inicialmente que K (z) es una funcion continua definida sobre
[a,b] (El lector puede verificar facilmente la linealidad y homogeneidad de K ).

En efecto, sean s € [a, b y {sn} C |a, b] tal que s, — s sin — oo Entonces,
n=1
ya que [ es una funcion continua sobre [a, b] x [a, b, dado € > 0 existe un § > 0

tal que:

‘k(.ﬁ(},y)—k(ﬂj‘,,y,)‘ <e¢ st H(xuy)_ (xlvy/)H <0

Ahora bien, como s, — s si n — 00 para nuestro 6 > 0 existe un ng € N tal
que:

|, —s| <& si n > ng

Por otra parte, como:

[(sn,8) = (5, D) = N(sn = 5,0)| = |sn —s[ <0 si n=>mg

entonces,

en consecuencia,
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K (2)(s,) — K (2)(s)] = / (5, )2 (t)dt — / k(s,t)x(t)dt‘

_ /ab (k(sm, ) — K(s, t))x(t)dt'

IN

/ |k(Sn,t) — k(s,t)| |x(t)|dt

b
< ||x]|u/ (s, £) — (s, £)]dt
9

sin > ng, lo cual muestra la continuidad de K(x).
Por otra parte,

b
|K ()|, = sup |K(z)(s)] = sup /k(s,t):c(t)dt‘
s€la,b] s€la,b] a
b
< s [ k(s 0] fa(o)d
s€lab] Ja
< M@®-a)|zll. xe€C(a,b])
< 2|l vz € C([a,b])

lo cual muestra que K es un operador lineal acotado y que

K
K@l _ o el _
o Tzl

K] = sup ————
w20 ]l

Ejemplo 3.2 Sea
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K C([av b]) - C([CL, b])
el operador de Fredholm. La transformacion
K": C([CL, b]) - C([av b])
definida por:
K"(z) = K" Y(K(z)), neN, n>1

es también un operador de Fredholm.

Basta demostrarlo para n = 2 y luego usar induccion sobre n. (si n=1,

convenimos que K° = I, donde I denota la identidad de C([a,b]) en C([a, b])) .
En efecto,

Kz +y) = K(K(x+y) = K(K(x)+K(y))
= K(K(z))+ K(K(y))
= K*(z) + K*(y)
Y,
Koz) = K(K(oz) = K(aK(z))
= aK(K(z))
— aK2(z), Vayel(ab), aeF
Por otra parte
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K2(z)(s) = K(K(x))(s) = / k(s,t) K(x)(t)dt

b
- / k(s, ) 2 (£)dt
donde x.(t) = K(x)(t). Asi, K* es un operador de Fredholm.

Ejemplo 3.3 Sea

K : C([a,b]) — C([a,b]),

el operador de Fredholm. Entonces, I — K donde I denota el operador iden-
tidad de C([a,b]) en C([a,b]) es un operador lineal acotado. Ahora bien, nos
planteamos la siguiente pregunta:

Dada una funcion y € C([a,b]), ; eziste alguna funcion x € C([a,b]) tal
que:

(I —K)(z) =y?

Observe que

(I - K)(a) = y = a(s) - / K(s, t)e(t)dt = y(s)

La ecuacion

(I —K)(z) =y

se llama la ecuacion integral de Fredholm. Existe una unica solucion para dicha
ecuacion y es la funcion

r = (Z K”) (y) (K" =1]

donde la serie Y K™ define un operador lineal acotado de C([a,b]) en C([a, b]).

n=0
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Ejemplo 3.4  Sean (X,| - ||) un espacio de Banach y, M un subespacio
cerrado de X. Sabemos por el teorema 1.18 que el espacio cociente

X = X/M es un espacio de Banach con la norma:
Il = if flztml| zeX, [z] = x+M

Sea la transformacion

m: X — X/M

definida por:

Se puede verificar facilmente que I1 es un operador lineal. Ademds,

@) = =]l = it flz+m| <]z VeeX,
lo cual muestra que Il es acotado.

Al operador lineal acotado I1 también se le llama la proyeccion candnica.

Ejemplo 3.5 Seap > 1. De acuerdo a nuestro ejemplo 2.3 sabemos que [P
es un espacio de Banach con la norma

o 1/p
{zn ozl = <Z |xn|p)
n=1

Sea p = 2, y consideremos el diagrama siguiente:
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Saq
12 12

12 Fig 3.2

donde Sy y S; son transformaciones definidas de la manera siguiente: Si
(21, 29,...,) € [ entonces,

Sa({z1, 22, x3,...}) = {0,221, 29, 23,...}

Y

Si({l’l, To2,T3, .. }) = {ZL’Q, T3,T4, .. }

Es facil verificar que Sq y S; son operadores lineales. Ademds

o
Sal{n, 2,5, DI ZW H{x}
n=1

2
2

esto es,

IS = oo Vo= o) er
Asi, Sq es un operador lineal acotado y ||S4]| =

También:

1S (21, 2, 23, . .)) ||2° Z |z |* < Z |

luego
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ISl < llole: o= o} er
Se puede verificar también que:

1Sill =1

Estos operadores Sg y S; son llamados operador Shift a la derecha y operador
Shift a la izquierda respectivamente

Ejemplo 3.6 Sean X yY espacios de Banach. Sabemos por la proposicion
2.8 que X XY es también un espacio de Banach con la norma:

[zl = llell+lyll,  (z,y) € X xV

Ahora bien, consideremos el diagrama:

Py
XaY X

Y Fig 3.3

donde P, y P, son transformaciones definidas como:

Pu((z,y)) = =

Py((zy) =y

Es fdcil verificar que P, y P, son operadores lineales. Ademds,
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[Pl =Ml <l + llyll =l )]

1P,y = Iyl < lyll+ Nzl = [z )l

Por tanto, P, y P, son operadores lineales acotados y:

1P| < 1

15 < 1
Note que:

Bo((2,y)) + Py((z,9)) = z+y

Ejemplo 3.7 Sean €N fijo y,

a =th<t<..<t; <ty <...<t,<thpu1=0 1=1,2,...,n

una particion del intervalo I := [a,b]. Sea T la transformacion siguiente:

T:C([a,b]) — R"
definida por

Es claro que T es un operador lineal y:
ITGIE = 3 1)

Por otra parte, como | f(t:)| < || flle, ©=1,2,...,n, entonces

ITHIP <nllfl neN, nfijo
vV f e C([a,b)). Asi, T es un operador lineal acotado y:

1T < vn

174 ] Anélisis funcional 1



3| Luis Leén Montilla

Ejemplo 3.8 (Un teorema de extension para operadores lineales acotados)

Sean V' un espacio normado, W un espacio de Banach y, Vy un subespacio
vectorial de V. Sea

T() : ‘/0 — W
un operador lineal acotado. Entonces existe un unico operador lineal acotado
T:Vog— W
tal que:
Tly, = To
y asi T es una extension de Ty a V. Ademds
1Tl = 1Tollv

donde ||T|lyz y ||Tollv son las normas de los operadores T y Ty calculadas

respecto de las bolas unitaras de Vy y Vi respectivamente. En lo que sigue estas
normas las denotaremos por ||T|| y ||To||

Demostracion

[e.e]

(a) Existencia Sea x € Vi. Entonces existe una sucesion {xn} c W
n=1
tal que ||z, — x| — 0 si n — oo. Ahora bien, ya que Ty es acotado

vamos a tener que:
[To(2n) = To(zm)ll = To(zn = zm)|| < [[Tollllzn = 2] — 0

80 m,m — 00 (||xn — Tl — 0 si n,m—o00 yaque {T,};l,

es convergente)

Anélisis funcional T | 175



Capitulo 3 Operadores lineales acotados

b)

[e.e]

ast, la sucesion {To(:cn) es de Cauchy en W que por hipdtesis es
. n:].. Va .
un espacio de Banach, y por tanto es convergente a un unico elemento

de W. Definamos una transformacion

T:Vog—W

por
T(x) = lim Ty(z,)

Notemos que T(x) es independiente de la sucesion elegida en Vo que

converja a x. En efecto, sea 4 y, otra sucesion en Vy tal que

n=1
Yp —> T ST N — OQ. FEntonces Tp — Yp — 0stn— oo Y en consecuencia

por la continuidad de Ty :

lim To(z,) = lim T'(yn)
Es fdcil verificar la linealidad de T' y que T, = Ty (s Por qué ?)
Unicidad Sea

S: Vo — W

otro operador lineal acotado tal que:

Sly, = To

[e.e]

Afirmamos que S = T. En efecto, sea x € Vj y {l’n} C Wy tal que

n=1
T, — T sin — 00. Entonces, por la continuidad de S y de la definicion
de T obtenemos que:

S(x) = lim S(z,) = lim Ty(z,) = T(x)

n—oo n—0o0
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por tanto, S = T.

Mostraremos ahora que:

171 = 1Tl

En efecto, recordemos inicialmente que:

To(x
T = sup AT
AP
x#0
)
T(x
431
S T
x#0

Ahora bien, es claro que |To| < ||T||. Por otra parte, si x € Vy y

o0
{xn} C WV tal que x,, — x si n — 00, entonces

n=1

T(x) = lim Ty(z,)

n—oo
Luego
@I = I lm Tl = lm [ To(o)
< Hm [ To][|zn]]
n—oo
y en consecuencia, como m |z,| = ||x| obtenemos que:
n—oo
1T()|| < | Tolll|=]]
esto es,
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|17 (2)]
z €V

x#0

Ejemplo 3.9 (Nocidén de operador compacto)

Sean X y'Y espacios normados. Un operador lineal

T:X—0Y
[o¢]
se dice compacto si para cada sucesion acotada {xn} C X la sucesion
oo n=1
de imagenes T(:)sn)} contiene una subsucesion convergente. Un operador
n=1

lineal que es compacto se llama un operador compacto.
A continuacion mostraremos que el operador de Fredholm:

K : C(la,b]) — C([a,b])
donde

b

K(z)(s) = / k(s, t)a(t)dt

a

es un operador compacto. (Ver el ejemplo 3.1). En efecto, sea

{xn} C C([a,b]) tal que:
n=1
|Tnlle < M para n=123,...

Mostraremos que la sucesion de imdgenes {K(xn)} tiene las siguientes
n=1

propiedades:
(P1) Es uniformemente acotada, esto es, existe una constante C' > 0 tal
que:
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| K (x|l < C para  n=123,...

(P2) Es equicontinua, esto es, dado € > 0 existe un § > 0 tal que:

|K(2,)(s) — K(z,)(s')] < ¢ si |s—s|<d  para n=1,23,...

y ast en consecuencia por el Teorema de Ascoli - Arzela [ver [13], pag. 85]quedard de-

mostrado que {K(xn)} contiene una subsucesion convergente.

n=1

Verificaremos entonces (P1) y (P2)

(P1) Como K es acotado,

K @) | < K lflznlla < IKJM <00 para n=1,2,3,...

(P2) Como k(s,t) es una funcion uniformemente continua, dado € > 0
existe un 0 > 0 tal que:

/ ; . o
\k(s,t)—k(s,t)|<M(b_a) si |s —§'| <o

Luego:

b b
K(z,)(s) — K(x,)(s)| = / k:(s,t)xn(t)dt—/ k:(s',t)xn(t)dt)

_ /ab (e(s,1) — k(s t))xn(t)dt‘

< [ KGR0t

£
M(b—a)

IN

Mb—a) = ¢ paran =1,2,3,...
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3.4. Comentario final

Podemos decir que [1] es de mucha utilidad para comenzar el estudio con
sus origenes y aplicaciones de la Teoria de Operadores Lineales Acotados.

Para la demostracion de la identidad

L(X,Y):=B(X,Y) (proposicion 3.12)

hemos sequido a la dada en [8] de su proposicion 14 y mostrada en el
capitulo 1.

La nocion de operador de Fredholm fue tomada de [4] en el capitulo 3.

El concepto de operador Compacto se tomd de [5] en el capitulo 3.
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3.5. Ejercicios propuestos

Esta seccion contiene una lista de ejercicios que permiten complementar la
teoria desarrollada anteriormente. Cuando la solucion del ejercicio requiera el
uso de un concepto (no dado en la teoria desarrollada en las secciones ante-
riores) éste serd dado previamente.

Presentamos a continuacion nuestros ejercicios.

Ejercicio 3.1 SeaT € B(X,Y). Demostrar que si:
M(T) = inf{M C T (2)]] < M|, V:L"EX}
entonces,
M(T) = |7

Ejercicio 3.2 SeaT € B(X,Y). Demostrar lo afirmado en la observacion
3.1 (b), esto es,

T(x
sup L gy @) = swp (7))
a0 ||| lel<1 Jol=1
Ejercicio 3.3 Sea A = (a;;),... € M,,.,.. Demostrar que la funcion:
|-[:M,,, —R
definida por:
n,m 1/2
[A[l = <Z Ia,-j|2>
ij=1

es una norma sobre M

Ejercicio 3.4 SeaT € L(R™, R™). Demostrar que

1T} < AT
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Ejercicio 3.5 Dar un ejemplo de un T € L(R™,R™) tal que:
1T < [[A(T) ]

(Sugerencia: Considere el operador lineal T : R? — R? definido por:

donde

cosf —senb
A —

0
sen 0 cos 0

Interpretar geométricamente el operador T.)

Ejercicio 3.6 Seal : X — Y un operador lineal. Demostrar que:
Tel—1«<= N(T) := {0}
Ejercicio 3.7 Sean X yY espacios normados tales que:

dimX = oo Yy Y # {0}

Demostrar que existe un operador lineal T': X — 'Y que no es acotado

Ejercicio 3.8 Verificar que las siguientes transformaciones definen opera-
dores lineales acotados. Estimar ||T|

a) T:-M,,  — M, T(A) = A'B

mXn

donde A' denota la transpuesta de la matriz A y, B es una matriz fija
en M

mxn*®

b) T:C(0,1]) — R T(f) :/0 f(t)dt

c) Tﬁ:'C”([O, 1]) — C([0,1]) T(f)(z) = xf'(x) donde x € [0, 1],
x fijo
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d) T:1'— 1 T{{%};} . {2% |I"|}:o:1
|

e) T:I' —cy Tx,
e —a 1) = {1(2) -0}
Ejercicio 3.9 Considere el diagrama:

Saq
12 12

12 Fig 3.4

donde Sq y S; son operadores lineales acotados dados en el ejemplo 3.5. De-
mostrar que:

a) Sy es1—1 pero no es sobre
b) S; es sobre pero no es 1 —1
c) S;ioS; =1

d) SjoS;#1

e) ¢ Cudles N(Sj05;) ?

f) ¢ Cudl es el nicleo de S;?

Ejercicio 3.10 Sean X,Y y Z espacios normados. Considere el diagrama
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Y xZ
L
T
X Y
A
Z Fig 3.5

donde T € B(X,Y), A€ B(X,Z) y, Y x Z es el espacio normado definido
en la proposicion 1.14. El operador lineal L estd definido como:

Demostrar que:

a) LeB(X,Y xZ) y que ademds

LI < T[] + [|All
b) Lesl—1<= N(T)NN(A) = {0}

Ejercicio 3.11 Dos espacios normados X yY se dicen isomorfos si
eziste un operador T € B(X,Y), que es biyectivo y que ademds T~ € B(X,Y).

Demostrar que si X y 'Y son isomorfos con X, siendo ademds un espacio
de Banach, entonces Y es también un espacio de Banach.
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Ejercicio 3.12 Dos espacios normados X y Y se dicen isométricamente
isomorfos si existe un operador lineal T : X — 'Y tal que:

T(X) =Y y ademds |T(x)]| = ||=f], VzeX
Demostrar que si X yY son isométricamente isomorfos entonces son isomofos.

Ejercicio 3.13  ; Se preserva siempre la separabilidad de un espacio de
Banach a través de un isomorfismo isométrico?

Ejercicio 3.14 Consideremos el espacio vectorial R™ (n > 2) dotado de la
norma usual Y. Sea:

M = {(1’1,1132,... )ER" : Zx, = }

Demostrar que M es un subespacio cerrado de R”, construir espacto cociente

R™/M y hallar ||[(1,1,1,..., )]

Ejercicio 3.15 Resolver las siguientes ecuaciones integrales:
1
5s 2 1
a) — = x(s)— —stx(t)dt
) el [ gstal)

b) s = z(s) — /OS (t — s)x(t)dt

Ejercicio 3.16 Sean X y Y espacios normados y:

K(X)Y) = {T : X — Y, T es un operador compacto}
Demostrar que:
a) K(X,Y) es un subespacio vectorial cerrado de B(X,Y').
b) SiY es un espacio de Banach, s es K(X,Y) un espacio de Banach?

Ejercicio 3.17 Sean S un operador compacto y T un operador lineal aco-
tado. Supongase que las composiciones S oT y T o S estan bien definidas.
Demostrar que ambas composiciones definen operadores compactos.
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