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Resumen. Este trabajo presenta una exposici6n detallada de la significa-
ci6n de 1as ecuaciones algebraicas de Liapunev en el anilisis y el disefio de
los sistemas lineales de Gran Escala. Se estudian las interpretaciones que di-
chas ecuaciones arrojan sobre los tépicos siguientes: 1) Interaccidén entre sub
sistemas en base al andlisis de covarianzas cruzadas entre estados vectoriales
de diferentes subsistemas. 2) Evaluacidn de las leyes descentralizadas de con-
trol en términos de evaluacidn del indice de funcionamiento compuesto del sis-
tema global y 3) Interpretacién geométrica ( en términos de elipsoides multi-
dimensionales ) de la asimilacién de incertidumbres por parte del sistema.

La exposicién continta con un algoritmo para la determinacidn des-
centralizada de la solucién de las ecuaciones algebraicas de Liapunov asocia-
das con un sistema lineal de Gran Escala. Se especifican condiciones de conver
gencia del algoritmo y se presentan algunos ejemplos especificos de aplicacién
al area de los sistemas de potencia eléctrica. Estos ejemplos involucran resul
tados numéricos concretos.

El trabajo finaliza con algunas conclusiones y sugerencias para fu
turas investigaciones en el area.
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INTRODUCCION

La determinacién de la estabilidad asintStica del origen como punto de e-
quilibrio del sistema :

£ x = Ax® xeR® )

es posible mediante la aplicacién directa del siguiente Teorema:
Teorema

El origen es un punto de equilibrio asintdticamente estable del sistema
(1) si y solamente si existen matrices simétricas y positivas P, Q tales que: °

PA+A"P=-0Q . (2)

Ademds, si existe tal par (P,Q) entonces para cada matriz positiVa y simétri-
ca Q existe una Gnica matriz simétrica P necesariamente positiva que es solu-
cién de (2).

La demostracidn de este teorema es ampliamente conocida y constituye un
resultado clisico del estudio del equilibrio de la estabilidad en sistemas di-
[2] [3] (61 ).

La ecuacién (2) recibe el nombre de ecuacidn de Liapunov debido a que la

" ndmicos ( Véase: Bellman , Kalman'”", Lefschetz[®] y Liapunov
forma cuadritica Xx'P X es unma funcién de Liapunov.

. Dentro de la teoria del control, en los Giltimos afios se ha manifestado un
interés creciente en los 1lamados "sistemas de Gran Escala . Prueba de ello
son los articulos de recopilacién bibliogrdfica como los de Athans, Sandell 'y
Varaiya[sl, libros como el de Ho y Mitter[4], Michell7]y otros[13]; no sin de-
jar de contar el nfmero especial que sobre este aspecto fué editado_reciehte-

mente por la IEEE Transactions on Automatic~gontr01[10].

El motivo del presente trabajo es el de poner de relieve la ingerencia
que tienen las ecuaciones algebraicas de Liapunov en el andlisis de los sis-
temas de Gran Escala, no solamente a nivel de estudios de estabilidad sin
ademas en problemas de determinacién de la interrelacidn entre sub-sistemas,
evaluacién de las leyes descentralizadas de control y asimilaci6én de incerti-
dumbres del tipo conjunto-tedricas por sistemas dindmicos lineales. Nuestro
enfoque constituye una extensi6n sencilla de los resultados de Varaiya para
el caso de sistemas multidimensionaleslsl dando ademds una faceta nueva en lo



relativo a las incertidumbres conjunto-tedricas ( desconocido pero acotado ).
Al mismo tiempo, en nuestro trabajo introduciremos un algoritmo que permite la
determinacién descentralizada de una ecuacién de Liapunov para un sistema cons-
tituido por 2 sub-sistemas. Apuntamos al respecto que los resultados pueden ex-
tenderse facilmente a sistemas cdmpuestos por un nimero arbitrario de sub-sis-
temas. ,

Sandell[glha apuntadoblas diferencias conceptualeé que existen entre la
descomposicién y la descentralizacién en el control 6ptimo de los sistemas di-=
nidmicos de Gran Escala deterministas. Este articulo enfoca en el espiritu de
Sandell[gl, y como una extensién de las ideas de Bailey y Laub[1] el problema
de la determinaci6n descentralizada de la solucién de una ecuacién de Liapunov

\_asociada a un sistema lineal de Gran Escala.

La seccién II presenta el algoritmo de determinaci6n descentralizada de
una ecuacién de Liapunov asociada a un sistema lineal constituido por dos sub-
sistemas acoplados cuyos agentes de nivel inferior desean estudiar la solucidn
de wna ecuacién particular del tipo de Liapunov que surge de alguno de los si-
guientes aspectos 1) determinacién de las interrelaciones entre los subsiste-
mas, 2) Determinaci6n de la valia de las leyes descentralizadas de control que
agentes locales pudiesen prescribir mediante leyes de lazo cerrado lineales,b
3)Estudio de la asimilacién conjunto-tedrica de las incertidumbres de planta
que afectan el sistema. La seccién II Contiene un ejemplo mmérico de la deter-
minacién de la establidad de un modelo eléctrico sencillo constituido por dos -

\-partes diferenciadas. También se esbozan en esta seccién algunos resultados nu-
méricos relativos al comportamiento del algoritmo en términos del grado de aco-
plamiento de los sub-sistemas. La secci6n III presenta algunos tdpicos concer
nientes a la importancia de las ecuaciones de Liapunov en areas distintas al
de la determinacidn de la esﬁébilidad de un sistema de Gran Escala. Estasdreas
son las 3 que se estipulan en este parrafo. La seccién IV presenta las con-

clusiones y algunas sugerencias para futuras investigaciones en este drea.

II DESCOMPOSICION DE LA ECUACION DE LIAPUNOV

Considérese dos sistemas acoplados descritos por las ecuaciones:



d [51 (t) At A [51 ® )
at (t = x,(t
X1 Ay Ay x,(t)

n . .
donde b R vy X, R™2 y las matrices A11, AIZ’ A21 y A22 son matrices
‘que poseen las dimensiones apropiadas.

Las ecuaciones de Liapunov (2) pueden ser escritas entonces como:

PigAp * Py + AP AP T - Qpy 4
PigAyg * P + APy * AP = - Qg )
PigAig * Poglyy + AjPyp + APy = - Qp (6)

La observaci6n bdsica consiste en qué las ecuaciones anteriores se desa-
coplan cuando A12 y A, son,al igual que Qy, » cero. Esto corresponde en un
todo ( en lo que respecta a Q2 ) con la idea de tener dos sub-sistemas desa-
plados cada uno de ellos al cargo de un agente de estudio que debe resolver
en forma descentralizada uma ecuacién de Liapunov donde &1 prescribe la ma-
triz Q; (i= 1,2 ). Por lo tanto, siguiendo las ideas de Bailey y Laub[1] s
si las matrices Ay A21 son ''pequefias" , la siguiente descomposicitn es "na-
tural " de acuerdo con la estructura de las ecuaciones (4)-(6) ( Véase Fig.
1)

Niveles inferiores

Los agentes de estudio de los sub-sistemas resuelven en forma descentra-
lizada las ecuaciones de Liapunov:

K Lk X
Prfn AP = - Q (7)
k ook k
Pohos APy = - Q (8)

Coordinador

El coordinador resuelve la siguiente ecuacién algebraica

k+1 k+1 k k _
APra * P Ay * AP * Py = 0 )

donde:



kK kK .k

Q= Qp * AP *PAR (10
y |

X X X

QG = Qp *AyPr2 * P2 Ay : an

Nétese que como punto posible de partida 6 inicializacién del algoritmo
podemos tomar: '

0
P, =0 , 12)

La descomposicidn precedente estd en un todo de acuerdo con el espiritu
de la Teoria de Descomposicidn Jerdrquica existente puesto que el problema glo-

bal se subdivide en problemas que de una forma iterativa se encaminan hacia la
(111
}.

(12}

solucidén del problema global ( Véase Véraiya
es mis frecuente la des-
composicién directa del problema de determinaci6én de la estabilidad en lugar

En los métodos utilizados por otros autores

de una descomposicién directa de las condiciones necesarias y suficientes del
problema tal como 1lo hemos hecho aqui y tal como lo hace Sandell[gl, Bailey y
Laub[1] en relacién a problemas de control &ptimo el primero y de estimacién
los segundos. '

Se puede demostrar que el algoritmo anterior siempre converge en la medi-
da en que 1) P0 esté lo suficientemente cerca a P y 2) A12 y A21 sean lo
suficientemente pequefias.

El algoritmo propuesto presenta ventajas en cuanto a que la determinacidn

;de la solucién de la ecuacién de Liapunov del sistema interconectado se obtie-
ne en base a la solucidn de sub-problemas de resolucién de ecuaciones de Liapu-
nov de orden reducido y adscritas a los sub-sistemas que intergran el sistema
mayor. Al mismo tiempo surge en forma natural la presencia de un coordinador
que resuelve, en base a los datos suministrados por los niveles inferiores, un
problema que es también de orden reducido. Este problema involucra la resolu-
cién de ecuaciones algebraicas matriciales. En las piginas siguientes estudia-
mos un sencillo ejemplo perteneciente al campo de la Ingenieria Eléctrica que

ilustra la técnica de descomposicién de las Ecuaciones de Liapunov hasta ahora
expuesta.

Ejemplo:
Considérese la red RC de la figura 2, la cual representa un modelo de ca-



ble para alta tensién. El modelo en variables de estade para el sistema resul-
ta ser ( después de introducir algunos: valores numéricos correspondientes a un
cable para 220Kv/450mw ) :

L x® = Ax® rBuw) ;o xel (13)

donde el vector de estado estd constituido por los voltajes de nodo indicados
en la figura; es decir X' = ( V15V2sV35VaVesVg ) ¥y

B E

X

45 1.2 0 0 0 0 1
0.8 -2.4 1.6 0 0 0 0
A= o 1.6 -2.4 0.8 0 0 B=1o (4)
0 0.6 -1.2 0.6 0 0
0 0O 0  0.8-2.4 1.6 0
0 0 0 4.8 -4.8] 0

J

Estudiaremos la estabilidad del sistema anterior cuando u =0, conside-
rando que el sistema eléctrico consta de dos partes acopladas bien diferencia-
das. Una de las partes o sub-sistema estd caracterizado por las variables
ii = ( v1,v2,v3) y la segunda por xj = (v VeV ). La descomposicién de las
ecuaciones de Liapunov determina. en forma descentralizada la solucién P
de 1a ecuacién (1), la cual resultd ser

:
0.73921  0.76102  0.65091
P, =| 0.76102  1.20080  1.16640
| 0.65091  1.16640 113500
0.64626  0.39472  0.26401
b | 1.25000  0.80261  0.53147
12 | 150070  1.05360  0.65978
2.54800  2.40830  0.85619 |
P, =|2.40830  2.67300  0.94008
- fo.sse19 098498 0.41916

al cabo de 23 iteraciones entre los niveles inferiores y el coordinador. Por



otra parte, la solucién centralizada de la misma ecuacidn de Liapunov coincide
con la solucién anterior dentro de un error de norma de 10 . Por lo tanto po-
demos concluir en base a este sencillo ejemplo que el algoritmo converge a la
solucién centralizada en un nfimero de iteraciones que dependeri del grado de
acoplamiento de los sub-sistemas. Con el fin de estudiar la dependencia de el
‘grado de acoplamiento de los sub-sistemas en el proceso de Convergencia del
algoritmo descentralizado procedimos a implementar éste Gltimo en el sistema
“eléctrico bajo estudio parametrizando el acoplamiento entre las dos partes de
la red por medio de un factor mu1t1p11cat1vo € adscrito a las matrices de in-
teraccién en la ecuacién (14). {
"7 El algoritmo descentralizado fué implementado para varios valores de € .
- las curvas de la figura 3 muestran los diferentes grificos de la norma de P
en funcién del nfmero de iteraciones para diferentes valores de la constante
de acoplamiento entre los sub-sistemas.
De los grificos se desprende la influencia del acoplamiento entre los sub
-sistemas en el proceso de convergencia del algoritmo propuesto para la reso-
~ lucidn descentralizada de la ecuacién de Liapunov. la convergencia resulta
mis lenta a medida que crece la interaccién entre los sub- sistemas. Todos los
experlmentos graficados se refleren a un criterio de convergencia que exige
" una diferencia minima de 10 en norma para declarar el proceso terminado.
Es posible determinar en base a las férmulas M, @, ®,00 y (N
-el valor, en general , de la constante de acoplamiento € a partir del cual el
~ proceso descentralizado no converge. Es obvio que este valor es un estimado
del valor de € qﬁe convierte al proceso iterativo en una aplicacidén no-con-
~ tractiva. Una primera aproximaci6n a este valor estd dado por:

2 g liagl

145 1AL I

IIT OTRAS AREAS DE INGERENCIA DE LAS ECUACIONES DE LIAPUNOV

1) ‘Interrelaciones entre los sub-sistemas
Considérese el siguiente sistema compuesto :




- Iy I 2
dlxl ™ 1Ay Aplixd 10 Bllw, (15)

donde 3:_1’ eRM y _)gzsRnZ . W; Y W, son procesos aleatorios no correlacio-
nados, cada uno con una distribucién gaussiana en los espacios R"1 y R"2
respectivamente. Dichos procesos estdn completamente caracterizados por las
estadisticas:

E{g{k} = 0 k=1,2 ; E{»_vk(t)y_:}(s)} = ij(t-s)ij(s) s k,j=1,2.

donde E es el operador de esperanza , 6kj es una delta de Kronecker generali-
zada y ij es urna matriz de dimensiones apropiadas, positiva y simétrica cuan-
do los subindices coinciden. Cada sub-sistema se encuentra entonces excitado

por un proceso de ruido independiente. Sea x' = ( gc_i 5 5é ) y considerémos
la matriz de autocorrelacién P(t) = E{x(t) x'(t)} entonces, definiendo:
A Q[AH A12] . gl [B1 0 l . g Q[QH y ] o
b Iy )
Ay Ag2 - L0 B 0 Qp

entonces es facil demostrar que P(t) satisface la siguiente ecuacién diferen-
cial:

£rw) = AP v P A + BQB' (16)

Se sabe que si A es estable, entonces el 1lim P(t) existe y estd re-

presentado por una matriz P>0 que cumple: LSy

AP +PA'=- BQB a”n
Particionando P acorde con la estructura (15) es facil ver entonces que
NPy 1722 representan la cantidad de ruido que se transmite, respectivamen-
te a los sub-sistemas 1y 2.
2) 512 representa, entonces, un indice de acoplamiento entre los "estados" X4

y x, ( 321 es simplemente el transpuesto de Py, )

Estos resultados representan una extensién a sistemas de gran escala de



resultados previamente obtenidos por Varaiya[S] . Cualquier funcién escalar

conveniente que se defina sobre la matriz ?32 se convierte en un indice del a-
coplamiento que existe entre los estados de los sub-sistemas. No hay que per-
der de vista que fﬁz representa la matriz de covarianza cruzada entre los pro
cesos X; Y X, en régimen permanente y por ende, el acoplamiento de que ha-
cemos referencia es un acoplamiento en el sentido estocdstico de correlacién
entre dos variables vectoriales aleatorias. Un buen indice de acoplamiento de-
finido en términos de las matrices P, Ppy ¥ ?&2 puede resultar de una
particularizacién de los indices de acoplamiento introducidos por Milne. Para
esto supdngase que los autovalores de ?&1 son Ay, Ay, AS,..,'ln y que los
de P22 SON Ugy Hyseees unz . Supbngase, sin pérdida de generalidad, que los
\.- autovalores de ?}1 son mayores que los de ?éz. Si se define 1 = max [Ai'l
y R = min Iui| entonces diremos que los sub-sistemas 1y 2 estdn debilmente

1
‘acoplados si sé cumple que: T/R.<«<1 y n161§ / RZ « 1 donde 6,, esel

maximo de los valores absolutos de los elementos de ?&2.

2) Evaluacién de la eficacia de las leyes de control descentralizadas

Considérese el sistema: de Gran Escala compuesto por dos sub-sistemas des-
critos mediante:

D - 0 L 0
LB LS A1 Anllx 0 Blly,
\vf

Supéngase que se desea controlar descentralizadamente el sistema anterior de
acuerdo con el siguiente indice de funcionamiento:

Y =I ?{Ei Qg * X%, + WiRYy + WRsu, ) dt
Se conoce desde hace bastante tiempo el hecho de que en forma descentra-
lizada la aplicacién de leyes de control lineales no conduce al dptimo valor
del indice de funcionamiento. Sin embargo, es posible mediante el uso de las
ecuaciones de Liapunov, el conocer la efectividad de una ley de control descen
tralizada con respecto a otrajley diferente que sea, al igual que la primera,
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de indole lineal. Asi entonces, supOngase que el controlador 1 y el controla-
dor 2 prescriben las siguientes leyes de control:

yoe-Fxyo oy =Ky (20)

Sean A, By Qcomo en (i5a) y sean F = diag( F1,F2) yR= diag(R1,R2)
entonces, el indice de funcionamiento toma el valor:

®
x'(Q+ FRE)xdt = x)Px, (21)
¢ gri

donde x' = (Xx],x5) vy X, s el estado inicial conjunto de los sub-sis-
temas. Entonces P , sirve para evaluar el costo incurrido en la aplicacién de

las leyes de control descentralizado. P satisface:

PA +AP=-(Q+FRF) (@

y como antes puede ser resuelta en forma descentralizada de acuerdo con el al-
goritmo propuesto en la seccién II. La ingerencia de las ecuaciones de Liapu- -
nov en tdpicos enteramente diferentes a los de estabilidad cldsica quedan ex-
puestos una vez mas. Notese que el segundo miembro de la ecuacidn (22) sigue
siendo una matriz diagonal a bloques. :

La evaluacién de la efectividad de una ley de control particular, que en
forma descentralizada hayan escogido los controladores locales se hace a par-
tir de la siguiente propiedad, que en cierta forma es de por si la definicidn
de una matriz positiva: Sean P,y P, las soluciones de (22) para un conjun-
to de dos leyes diferentes de control del tipo (20). Diremos entonces que el
primer conjunto es mis efectivo que el segundo siempre que P1 sea mis positi-
va que P, es decir si P, - P, > 0. En caso en que esta diferencia no sea po-
sitiva definida 6 negativa definida, diremos que las leyes de control no son
comparables. Notese que la posibilidad P, =P, se sucede Umicamente cuando
los conjuntos de leyes de control que se pretenden evaluar son idénticos. Al-
gunos estudios colaterales de sensibilidad del costo con respecto a valores
de Q y R asi como de pardmetros en F pueden ser facilmente 1llevados a cabo so-
bre 1a base de la ecuacidén (22).
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3) Deformacién de incertidumbres conjurito-tedricas en sistmas dindmicos

Aunque los resultados a ser expuestos en este aparte son potestativos de
sistemas generales multidimensionales, los resultados pueden ser facilmente
extendidos a sistemas de Gran Escala en la forma como lo hemos venido hacien-
do en secciones anteriores. Estudiaremos por tanto el problema sin adscribir-
lo especificamente a un sistema de gran escala,en el entendido de que el lec-
tor podri facilmente hacer las interpretaciones inherentes de estos resulta-
dos para el caso de un sistema constituido por la interconeccién de dos sis-
temas dindmicos lineales controlados por agentes distintos.

Considérese el sistema lineal :

Lx) = Ax®) + Bu®) x(ty) = 0 (23)

Sea w(t) un proceso aleatorio cuyos valores son completamente desconocidos
y sin estructura estadistica conocida excepto por el hecho de que con certi-
durbre, estos valores se encuentran dentro de la regién del espacio euclidia-
no correspondiente definida mediante:

W='{Q€Rq: W' Q'1w <1 3} (24)

_— ==

A partir de una sencilla aplicacién del Principio de Pontryaguin, se lo- .-
- gra demostrar que en cada instante t , el estado del sistema (23) se encuen-
tra acotado por un conjunto que puede ser aproximado por un elipsoide de la
forma :

X="{xeR": z‘P—1(t)_)_<_.;1 }

donde 1a matriz.- P(t) es positiva definida para todo t, y estd dada por la

solucién tnica de la ecuacidn diferencial matricial :

E%P(t)= (A+ -;—BI)P(t)+ p.(t) (A+12'BI)'+éBQB'

(25)
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donde B es un pardmetro de disefio que sirve para ajustar el elipsoide al con-
junto de estados accesibles del sistema en cuestién.

En régimen permanente se tiene que si (A + %—B I ) es estable entonces
el 1lim P(t) cuando t tiende a infinito, existe y estd representado por
una matriz positiva definida P* dada por la solucién Gnica de la ecuacidn de
Liapunov:

P (A+2BI) + (A+2BI)P* = -8 BQB (26)

La ecuacidn anterior nos permite por lo tanto conocer la dispersién & la
forma del elipsoide de incertidumbre que acotard al conjunto de estados acce-
sibles del sistema dado. Al mismo tiempo, la solucidén de la ecuacibn (26) re-
presenta la deformacién ( en forma aproximada ) que el sistema introduce al
elispsoide W que acota las sefiales de entrada de planta al sistema. Dice en
suma entonces esta ecuacién la forma precisa cémo el sistema asimila las in-
certidumbres externas. Desde este punto de vista la ecuacién (26) nos muestra
las combinaciones lineales de estados que son mas suceptibles a la amplitud
del control o sefial externa,si por ejemplo hacemos Q = I en (24). Es decir
dada una distribucidn conjunto-tebrica equidispersa ( como seria el caso de
una esfera de restricciones sobre w(t) ) entonces, la matriz P* y en parti-
cular el elipsoide X* = {x eR" : x' P* x <1 } nos muestra la forma como
se distribuye la incertidumbre de planta en el espacio de estado del sistema
después de un periodo de tiempo muy largo.

Por el contrario, haciendo P* = I , podemos hallar la forma c6mo deben
ser los rangos de ciertas variables de control o de entrada , 6 incluso los
rangos de algunas combinaciones lineales de dichas variables, para que la in-
certidumbre final del estado reciba una distribuci6én uniforme en todas las di-
recciones.

El valor intuitivo dado por la geometria del tépico que estamos exponien-
do tiene un poder que sblo se puede medir en forma exacta al momento de ejer-
cer funciones de disefio de un sistema y se requieran canales adecuados a las
sefiales de entrada que redunden en el cometido de equidad en distribucién de
las amplitudes en el espacio de estado, en la forma en que lo proponemos.

Las ecuaciones de Liapunov permiten entonces el estudio de aspectos cua-
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litativos y cuantitativos acerca de las distribuciones o asimilaciones de la
incertidumbre de las sefiales de planta en el estado del sistema . Alternativa-
mente, las ecuaciones de Liapunov permiten el disefio de cotas en los contro-
les o sefiales de excitacién externas para que exista una "equidad " en la dis-
tribucién de la incertidumbre final de planta en el estado del sistema y todos
los estados existan dentro de cotas comparables sind iguales.

IV CONCLUSIONES

En este articulo hemos introducido primeramente una extensidn de las i-
deas de Bayley y Laub (1) al problema de la determinacidn descentralizada de
la solucién de una ecuacién de Liapunov. Este resultado, hemos demostrado en
los sub-siguientes apartes, tiene amplia aplicacién no sélo en la determina-
cién del origen como punto de equilibrio estable; sind ademds en otra serie
de tépicos que son igualmente interesantes dentro de la teoria del control y
como lo es, la determinacién del grado de interrelacidén entre sub-sistemas de
un sistema interconectado, la evaluacidn de leyes de control descentralizadas
con respecto a un indice escalar de funcionamiento y finalmente, el estudio
de la transformaciones geométricas introducidas por el sistema a cotas de in-
certidumbres de planta en el espacio de estado. Estas aplicaciones correspon-
den, al menos las dos primeras, a extensiones de ideas previamente expuestas

_por Varaiya en el contexto de sistemas lineales centralizados. Hemos hecho
wna evaluacidn numérica del algoritmo presentado en un ejemplo concreto de un
sistema de Gran Escala. Estos resultados numéricos pénen en su exacta dimen-i"

sién la valia o nd de los algoritmos propuestos por Bailey y Laub[1]

y de in-
dole similar ( todos ellos estan basados en el método de Piccard } al nuestro
en problemas de naturaleza mis complicada como lo son problemas de estimacibn
Optima.
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