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1. INTRODUCCION

Los estudios de estabilidad, controlabilidad y observabilidad de sis-
temas dindmicos constituyen dreas plenamente maduras en las cuales existen
una serie de resultados significativos de aplicacién prictica y de enorme
interés tedrico. Dado el caricter basico de estos estudios nos eximiremos
de dar una lista pormenorizada de los trabajos existentes hasta el momen-
to en este drea. Referiremos al lector,sin embargo, a los trabajos funda-~
mentales de Kalman [1] sobre la idea de controlabilidad y observabilidad.
En lo relativo a estabilidad el lector puede consultar Hahn [2].

Las condiciones hasta ahora existentes en referencia a estabilidad,
observabilidad y controlabilidad estén prescritas primordialmente a siste
mas lineales por razones de sencillez en 1a estructura de dichos sistema.s;
aplicabilidad de los resultados y estética en la elegancia de los mismos.
Todos los resultados hasta ahora presentes en la literatura se refieren a
condiciones algebraicas de atributos de estabilidad, controlabilidad y ob-
servabilidad. Una conjetura acerca de dichas condiciones para sistemas . .
que no sean lineales e invariantes en el tiempo asegura que las mismas no
tienen la mis remota esperanza de ser algebraicas como en el caso mis sim-
ple que acabamos de sefialar. Es decir, los fnicos sistemas que gozarian de
condiciones netamente algebraicas para la caracterizacién de su estabili-
dad, controlabilidad y observabilidad serfan los sistemas lineales € in-
variantes en el tiempo.

Dentro de esta conjetura, y aceptando su validez a priori reshlta en-
tonces interesante conducir estudios ds caracterizacién de estos atributos
esenciales de los sistemas dentro de 4reas no puramente algebraicas con
los siguientes fines: 1) Si la caracterizacidn algebraica es potestativa
de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo, debe darse oportuni-
dad de estudio de otras caracterizaciones que puedan ser aplicables a una
clase mds amplia de sistemas. 2) La investigacién de otro tipo de carac-
terizaciones permite obtener experiencia a partir del caso mis simple y
averiguar las posibilidades de extensién de la técnica a sistemas mis
complejos. 3) Una caracterizacién conceptual diferente podrfa permitir
rutas alternativas de caracter computacional en el estudio de los atribu-
tos anteriormente mencionados.

Dentro de esta enmarcacién, el objetivo del presente articulo es el
de dar a conocer una caracterizacién de tipo geométrica de los atributos
de Estabilidad, Controlabilidad y Observabilidad (E.C.0.) adscritos a sis
temas lineales. Aln cuando la factibilidad computacional de estos resulta
dos permanece inexplorada, apuntaremos en esta exposicidn algunas posibi-
lidades en esa direccién. Este articulo manejari, basicamente, las ideas
y conceptos de la representacidn que deseamos proponer.



En la seccién de desarrollo se introduce una serie de definiciones
de cuya utilizaci6n obtenemos el resultado principal en forma de proposi
Cciones. Mediante wuma aplicacidn directa del resultado principal logramos
una caracterizacién conjunto-tedrica de la E.C.y O. de sistemas lineales
variantes en el tiempo. A continuacién se presentan las conclusiones y
sugerencias para futuras investigaciones dentro de este drea, en parti-
cular, insistimos alli la posibilidad de utilizar el concepto de caracte-
rizacién conjunto tedrica en la determinacién de las regiones de estabi-
lidad, controlabilidad y observabilidad en espacios paramétricos.

2. DESARROLLO .

Empezaremos esta seccién introduciendo algunas definiciones relati-
vas a potencias tensoriales de cualquier grado, haciendo hincapié en las
de segundo grado. Introduciremos también la idea de poliedro generaliza-
do y discutiremos una clase especial de poliedros generalizédos. Con el
fin de establecer una conexién definitiva entre ecuaciones matriciales y
ecuaciones vectoriales introduciremos un mapa lexicogrifico que elimina
la redundancia asociada con soluciones simétricas de ecuaciones matricia-
les (algebraicas o diferenciales ) y al mismo tiempo relaciona en forma
natural la solucién vectorizada con el generador infinitesimal de un se-
migrupo continuo que surge de uma potencia tensorial de segundo orden de
la matriz de coeficientes del sistema.

Definicién 1 Sea P una matriz simétrica con elementos P11:Py20+¢» Ppne
designaremos mediante A al mapa lexicogrifico definido sobre el espacio
de las matrices simétricas (sub-espacio) de n-&simo orden y que toma va-
lores en el espacio euclideo de n(n+l1)/2 dimensiones,de tal forma que:
AP) =1pyy/Z Pygs «o o/ Prys Ppp/ 2 Po3oe- 2Py gy P V'
donde ' significa transpuesta del vector en cuestidn. El mapa asi defi-
nido establece uma relacién uno a uno y sobreyectiva entre los espacios 5
considerados. Este mapa,evidentemente lineal,forma la base de nuestra
"vectorizacién" de ecuaciones algebraicas y diferenciales matriciales in
volucradas en la determinacién de las tres propiedades a que alude nues-
tro articulo.
D_e_f_i_r_ii_c_:_igg__z_‘ Sea x um vector n-dimensional con ‘conponentes Xq5Xg,ee-

[Pl al vector (n+p'1)-dimensiona1 de formas

»X, . Designaremos mediante x o
P

homogéneas de grado p en las componentes de x ( los elementos de X
son de la forma:

n D
o Hi=1 x;71
donde }p; =p; p;>0 vy
N N O p-p1-Py - --"Py
o (pl)(pz)...( P )



Siy = Ax entonces y[p] alel [p] define implicitamente alel a quien
apropiadamente 1lamaremos "la potenc1a tensorial de grado p de A" . Desig
naremos mediante A[ 12 la versidn infinitesimal de A[P], es decir, si
Xx satisface la ecuaci6n diferencial d/dt x(t) = A(t)x(t) entonces :
d/dt x[p](t) = A (t) x[p](t) Algunas propiedades interesantes de las
potencias p-tensonales son~ 1) (AB) (pl _ plrlglel AN 1. (alrlya
siempre y cuando Ad esté definida, y 3) (A") [Pl alPlyr, 1as demostracio ..
nes de estas férmulas pueden encontrarse en Brockett [3], Sira [4],[5].

Como caso particular , y debido al uso constante que le daremos en
este trabajo, definimos ahora 1las potencias tensoriales de segundo orden
de un vector n-dimensional. Sea x un vector de n componentes XysXgyeeaX e
De acuerdo con la definicién anterior, el vector 5[2] estd dado por:
%) = 0T T xyxgy e A XX g, 1T X Xl
Definicién 3 Designaremos mediante x(p) (ndtese el caracter vectorial
de p ) al vector (pp) -dimensional (1 x',(x[zl) (x[B])' (x[p]J .
Por simple extensidn de las definiciones anteriores, si y = A X, entonces
(p) = A(P) (p) donde A(p) es wa matriz bloque- dlagonal de la forma
dlag( 1 A ATZ] ' A[p]) Es facil ver que si x(t) satisface la ecuacién
diferencial lineal d/dt x(t) = A(t) x(t) entonces el vector x(p) (t) sa-
tisface d/dt x(p] (t) = A( )(t) x(p) (t) donde A( )(t) es la versién in-
finitesimal de A(p) t). P E
Definicidn 4 Un poliedro generalizado (PG) es un conjunto cerrado de
la forma:

“{xeRt: . <_)5(B), h> > 0

s i=1,2,...,M }

donde h, recibe el nombre de vector de soporte generalizado. Los polie-
dros (politopos) e hiperelipsoides pasan a ser casos particulares de los
PG. Un PG estd entonces constituido por un ntmero finito de restricciones
lineales sobre una familia de potencias tensoriales en las coordenadas
del espacio euclideo donde se modela tal cuerpo geométrico. Para algunas
aplicaciones de la idea del PG a problemas de evolucién de incertidumbres
y de modelaje de conjuntos de estados alcanzables para sistemas lineales,
el lector puede consultar a Sira [51,[6] y {7].

Definicidn 5 Sea x un vector n-dimensional, denotamos mediante > X,X <

al producto externo de x consigo mismo ( Es decir > Xx,x<es una matriz de
n x n, simétrica dada por:

2 -
X7 XX, XXg X1%,
2
XXy X5 XX X%
X< = : :
. .2
X X, X_X X_Xo X
n 1 n?2 n3 n




Las definiciones anteriores nos permitirdn establecer el resultado bisico
de esta seccién. Damos el resultado en forma de dos proposiciones.
Proposicién_1

Denotemos mediante I al producto externo de X consigo mismo, es de-
cir I = >X,x< entonces A(L) = _25[2].
Demostracién esta proposicién es una consecuencia directa de las defini-
ciones anteriores.
Proposicién 2

Sea X un vector n-dimensional que satisface la ecuacién diferen-
cial lineal d/dt x(t) = A x(t). Entonces d/dtZ = AL+ LA' ylo
que es mis:

A(AZ+IA) = App(E) ‘ m

A (0Ct,tI, @' (L) ) = ¢[2](t,t0)x<zg) @ -

donde (t,to) es la matriz de transici6n ( matriz fundamental ) asociada
con A vy o ©s el producto extemo del vector _zg(to) =X, consigo
mismo
Demostracidn
La ecuacién diferencial que satisface el producto externo es trivial
de establecer dada la definicién de producto externo, y la proposicién 1.
Las féormulas (1) y (2) se establecen de la manera siguiente:

d/dt T = AZ + IA' implica A(d/dt £ ) = d/dt A(T) =

= war x? = ae o) = A X = AL

esto establece la férmula (1). De las férmulas anteriores tenemos :

AC 2(t,ty) 2, cb;(i,to)) 5 o[zl(t,to) 5([)2] - @lZ](t,tO)'i(zo)

ya que 02
(2] - .
xT(Y) = ¢A[2](t,to) X = A (M)

Para una demostracién de la penfiltima igualdad vease Sira [5] . Esto es-
tablece la férmula (2) de la proposicién.
Comentario

El resultado dado en las férmulas (1) y (2) es completamente general
irrespectivamente de quién sea la matriz I, siempre que &sta sea simé-
trica. En otras palabras : (P =p' ; Q=Q')

A(AP + PA") = A[Z])\[P) 3

M )

Presentaremos ahora una aplicacién de este resultado a la descrip-

A(MQM )



cién de conjuntos de matrices simétricas y su representacidn como PG en
el espacio vectorial donde toma valores el mapa A.

Considérese el conjunto de matrices simétricas y positivas definidas.
Sea Q un elemento cualquiera de este conjunto, definiremos mediante la
notacién ¢ a dicho conjunto, es decir:

Q ='{Q€Rmmza Q=Q' >0 }

Este conjunto puede ser caracterizado por un PG abierto ( es decir aquel
que no tiene fronteras ) al establecer la imagen de dicho conjunto bajo
1a accién del mapa A . Por definicién tendremos :

ACQ) ='{38R“(n+1)/2 1 q=2MQ ¥ Qe } ()

='{Sq_ekn(m'l)/z K <9_(9-), h; >>0;i=12,...,n}

donde los vectores de soporte generalizados '}—1:1 , tienen la siguiénte es-
tructura: ' ’
B = [0, 2, 0%y, oBh ., ollyy

hy=10,0, a5, 0B, . omhy

.
.

[} 1 [Z]v [311 [n'llv Y
By= 00,0, 014, ol ot g

los vectores 2 tienen dimensién. (n+£-1 ) y son vectores constantes

facilmente calculables a partir de las operaciones de potenciacién tenso-
rial y la definici6én de menores prinicipales de una matriz simétrica. De
hecho estos vectores son tales que el producto interno de -}—lk y g_(n) da
como resultado det Qk , Siendo Qk el menor principal de orden k de
la matriz Q. ‘

Como corolario a la definicién anterior podemos considerar el caso
de conjunto de matrices positivas semidefinidas. Este caso puede ser re-
presentado como un conjunto cerrado a diferencia del caso anterior. Como
es bien sabido, un PG no tiene por que ser necesariamente acotado, 6 con--
vexo y en ciertas oportunidades ni siquiera conexo ( Vease [5] ). Por lo
tanto, en el espacio de imigenes del mapa X , el conjunto que representa
la totalidad de las matrices simétricas y positivas definidas tiene una
estructura poco regular. .

Los Poliedros Generalizados y la estabilidad, controlabilidad y observa-
bilidad de los sistemas lineales

Haremos ahora uso de los resultados obtenidos con la finalidad de
caracterizar geometricamente la estabilidad, controlabilidad y observabi-
lidad de los sistemas lineales. Comenzaremos exponiendo los ya bien cono-
cidos teoremas referentes a la caractericaci6n algebraica de estas pro-
piedades de los sistemas lineales.



Teorema 1

El origen de coordenadas es un punto de equilibrio asint6ticamente
estable del sistema lineal _)g = A x(t) siy solamente si existen matri-
ces simétricas, positivas definidas P y Q tales que :

PA + A'P = - Q @)

afm mis, si existe tal par (P,Q) entonces para cada matriz positiva de-
finida ( y simétrica ) Q existe una (mica matriz simétrica P,necesaria-
mente positiva definida que es solucién de la ecuacién lineal algebraica
M. . _ .
El resultado anterior es bien conocido y fué tomado integramente de
Sandell et al. [6]. -
Haciendo uso del operadbr A en ambos miembros de la ecuacién (7)
obtenemos, de acuerdo a la proposicién 2 :

Atyyp=-a (8

donde p=AP) y q=21Q

El teorema 1 nos permite asegurar que si el sistema es estable enton
ces para cada vector q que corresponda con wna matriz Q positiva defi-
nida, entonces la solgcién del sistema (7) deberia arrojar un Gnico vec-
tor p que se corresponde con una matriz positiva definida P. En otras
palabras, "fa imagen {nversa bajo el mapa Lineal Ab] del confunto
A{-Q) debe estan contenida en el conjunto -A(P) donde P es el con-
funto de todas Las matrices positivas definidas y simftiicas,"

El resultado anterior afirma que un sistema lineal seri estable solo
en el evento de que un poliedro generalizado esté completamente contendio
dentro de otro. Los poliedros generalizados a que se refiere el resultado
son ficilmente caracterizables como se desprende de las piginas anterio-
res. Si el sistema es inestable, los conjuntos a que hacemos referencia
habran de ser completamente disjuntos. Esto concuerda con el hecho de que
la estabilidad es una propiedad determinante, es decir, un sistema es o
no es estable alrrededor del origen. Para algunas definiciones relaciona-
das con imagenes inversas de conjuntos y = poliedros generalizados el lec
tor puede consultar a Schweppe [7] 6 Sira [8].

Examinaremos seguidamente algunas caracterizaciones conjunto-tedri-
cas de controlabilidad y observabilidad de sistemas dinidmicos lineales.
El siguiente teorema es tomado integramente de Brockett [9].

Teorema 2

Existe un control u que transfiere el estado del sistema _)g = A(t)x
+ B(t) u desde un valor Xy hasta un valor X; en el instahte t=tl > t0
si y solamente si x, - <I>(t0,t1) pertenece al rango de espacio de la ma-
triz:



W(tg,t)) = £ C1 0(ty,DB(B'(X) ' (ty,t) dt  (9)
%

Atn mas, si 2z, es cualquier solucidn de W(to,tx) z= X5 - @(to,tl) en-
tonces u dado por u = -B'(t) ¢' (to,t) Zy es un control que realiza la
transferencia deseada. La matriz W a que hace referencia este teorema
cumple las siguientes propiedades:
1) W(to,t1) es simétrica
2) W(to, 1) es semidefinida positiva para todo t12 ¢,
3) W(to,t1) satisface la ecuacién diferencial matrlc1a1 .

W, t)) = ACY) W(t,t)) + W(t,t) A'() - B()B' (1) o)
W(tl,tl) =0 '
Demostracién Véase Brockett [9]. :

La ecuacién (10) es una ecuacidén diferencial matricial llamda'del :
tipo Gramian. Se sigue del teorema anterior y las propiedades de W que
para que un sistema sea controlable o completamente controlable, el rango
de W debe ser n. Esto implica que W ha de ser positiva definida. Por

lo tanto para controlabilidad en un instante dado t; habrd de cumplir-
se que :

A (w(t0,t1)) e W

donde W es el poliedro generalizado dado por (5) y (6). En otras pala-
bras, " el estado en el instante 2, del sistema de tiempo reversa :

2u® = Ay ©@um -3Pm i

amn
y..(t]) = 9.. ’

v_v(to) debe pentenecer al poliedro genenalizado (5). Este poliedro ha
de sen, por Lo tanto, accesible desde el onigen por La dindmica del 8.44-
tema (A[Z] 5" Blz] ) cuando se utiliza como seial de control el vecton
constante i = A(I)."

Otra posible caracterizaci6n conjunto-tebrica de la controlabilidad
surge inmediatamente del hecho anterior, &sta es que " fa {magen {nversa
del confunto (5) bajo el mapa Lineal :

t [2]
.19 (t,,t) B (t) dt
to A[Z] 0

debe contener al vector i = A(I)."
Hemos visto entonces que controlahbilidad completa en un instante da-

do es equivalente a accesibilidad de un conjunto por parte de un sistema

dindmico relacionado con el sistema original. Esta accesibilidad a su vez
es equivalente al establecimiento 6 nd de pertenencia de un vector cons-
tante dentro de un poliedro generalizado.



A la luz del resultado anterior , la propiedad de controlabilidad
completa uniforme [9] es equivalente a la accesibilidad de un tubo polié
drico generalizado por parte del sistema caracterizado por el par (A[Z] .
-B[Zl) . Esta a su vez puede transformarse en una condicién de pertenencia
de wn vector constante i a una familia continua de conjuntos poliédri-
cos generalizados, caracterizados por la imagen inversa bajo un operador
lineal del conjunto de "estados terminales' del sistema descrito por el
par anteriormente sefialado. ' ' ‘

Es bien conocida la relacién de dualidad que existe entre el concep-
to de controlabilidad y el de observabilidad. En este trabajo haremos uso
de esta relacién para establecer la caracterizacidn conjmto—téérica de
la observabilidad de sistemas lineales.. Enunciamos el teorema correspon-
diente al teorema 2, el cual puede hallarse también en Brockett [9].
Teorema 3 )

Supéngase que A(t) y C(t) se conocen en el intervalo [to,t1] junto
con: x = A(t) x(t) ; y(t) = C(t) x(t). Entonces, es posible determi-
nar x(t;) dentro de wna constante de error aditiva que se encuentra en
el espacio nulo de M(to,t_:l) donde :

M(ty,t) = ftt1 @' (£,£,)C' (£)C(1) @ (¢,ty)dt (12)

0
En particular, es posible determinar gc_(to) en forma univoca si M(tc,t1)
es no-singular. Es imposible distinguir, con el conocimiento de y el es-
tado inicial x; del estado inicial x, si X;-X, se encuentra en el
epacio nulo de M(to,tl) . La matriz M definida anteriormente satisface
las siguientes propiedades:
1 M(to,tl) es simétrica
2) M(to,t1) es semidefinida positiva
3) M(t\,t1) satisface la ecuacién diferencial matricial :

ML) = AT (OM(E,ty) - M(E,£A) - CT(BC(E)

(13)
M(t;,t,) = 0

Demostracién Véase Brockett [9]

Nuestra caracterizacién conjunto-tebrica de la observabilidad reza-
ria asi: " el estado en el imstante t, del sistema de tiempo reversa:

® = - A,©@nm - oo

ac B
m(ty) = 0, (1)

E(to) debe pertenecen ak poliedro generalizado (5). Este poliedrno ha
de sen,pon Lo tanto,accesible desde ef origen por el sistema (14) ".
La caracterizacién de controlabilidad completa y controlabilidad com
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pleta uniforme en terminos de accesibilidad de conjuntos de blanco y de
tubos respectivamente se sigue en forma similar a lo desarrollado en lo
pertinente al tdpico de controlabilidad. Asi mismo, se pueden lograr ca-
racterizaciones en términos de pertenencia 6 no del vector i a un polie
dro o familia de poliedros generalizados.

La caracterizacién conjunto-tedrica de la controlabilidad y observa-
bilidad de los sistemas lineales variantes en el tiempo se reduce en Glti
ma instancia a chequear la pertenencia 6 no de un vector constante a un
conjunto denominado poliedro generalizado el cual es facilmente calcula-
ble en términos de las matrices del sistema. E1 método se apoya substan-
cialmente en concepciones geométricas de la vectorizacién apropiada de
matrices simétricas que en forma algebraica caracterizan estos atributos
importantes de los sistemas y constituye por tanto un camino que se pudie
ra utilizar a los fines relacionados con estudios de controla’bilidad y
observabilidad genérica [10].

3. CONCLUSIONES

En este articulo hemos presentado algunos resultados preliminares en
la caracterizacifén conjunto-tedrica de importantes propiedades asociadas .
con sistemas dindmicos lineales tales como son : estabilidad, controlabi-
lidad y observabilidad. Para los dos Gltimos casos se estudié el caso mis
complejo de sistemas variantes en el tiempo. Hemos visto que la estabili-
dad de un sistema puede ser determinada en base a la verificacién de 1a
contenencia de un conjunto dentro de otro en un espacio de estado apropia
do. Afn cuando no hicimos énfasis en ello, de esta caracterizacién geoms-
trica pueden inferirse también consecuencias algebraicas. Los problemas
de determinacién de la controlabilidad y la observabilidad puede hacerse
en términos de la accesibilidad de un conjunto terminal por parte de un
' sistema dindmico lineal relacionado con el sistema original a través de
mapas tensoriales ( en versiones infinitesimales y discretas a la vez ).
La extesnidn de los resultados obtenidos a problémas de controlabilidad
y observabilidad uniforme es directa y redunda en propiedades de accesi-
bilidad-de tubos de blanco en el mismo espacio de estado. Este tépico ha
recibido suficiente atencién en el pasado y existe un buen ntmero de re-
sultados aplicables directamente al caso que nos aocupa [5].

Como tépicos de investigacién futura proponemos la aplicacién de la
idea de las caracterizaciones conjunto-tebricas de la estabilidad, con-
trolabilidad y observabilidad a determinacién de regiones en el espacio
paramétrico del sistema, donde dichas propiedades se puedan verificar.

La extensién de los resultados obtenidos a problemas invariantes en el
tiempo aparece simple y trivial.
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