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Este trabajo considera una clase de reguladores por retro-alimentacién del
estado, de naturaleza no lineal, para sistemas dinfmicos bi-lineales. El método
de sintesis utiliza el " segundo método " de Lyapunov como base, permitiendo la
obtencién de un disefio estable. :

Haciendo uso de una funcibn positiva definida y cuadritica en la familia de
potencias tensoriales del vector de estado del sistema, se obtiene un regulador
altamente no-lineal, aunque de sencilla implementacién, que garantiza la estabi-
lidad asint6tica del origen en relacién a 1la trayectoria del sistema retroali-
mentado, Utilizando el mismo esquema de sintesis se logran proponer, adicional-
mente, controladores del tipo 'bang-bang'. .

Como un caso particular de sumo interés, consideramos el caso de una planta
lineal. Para aplicar los resultados obtenidos, utilizamos la representacibn bi-
lineal de la planta haciendo uso del artificio de Myhill. La aplicacién directa
de los resultados nos conduce a un controlador retroalimentado similar al pro-
puesto en [4] pero con la ventaja de obtener una ley de retroalimentacibn expli-
cita. : ’ '

El trabajo establece las conclusiones mis sobresalientes de los resultados
obtenidos y d4 sugerencias sobre 4reas de posible investigacién en el futuro.

I. INTRODUCCION

El 1lamado "segundo método " de Lyapunov para el anfilisis de la estabilidad de los sis-
temas dinfmicos, fué también empleado,por vez primera, como herramienta de disefic en el -
frabajo de Kalman y Bertram [6] quienes ademAs demostraron la potencialidad de este méto-
do en la estimacién del periodo de transicién ( 6 régimen no estacionario ) en la respues
ta de los sistemas retroalimentados. El '"segundo método" de Lyapunov como herramienta de
sintesis es, por lo tanto, bien conocido y de amplia aceptacibn, en especial cuando se dis
pone de restricciones sobre las magnitudes de la accién de control sobre el sistema. En es-
tos casos el método arroja, por lo general, controladores del tipo 'bang-bang'". Esta Gl-
tima caracteristica ha pemitido a algunos autores [2],[3], formular un problema inverso
de control 6ptimo que permita hallar el indice de-funcionamiento para el cual esta ley de
control "bang-bang ' se comporta como 6ptima.



La posibilidad de utilizar esquemas no-lineales de- control en sistemas lineales fué
expuesta por Sandor y Williamson [4] en un trabajo que explota la posibilidad de formu-
lar funciones de Lyapunov altamente no-lineales que tienen como base el empleo de las
1lamadas formas o potencias tensoriales del vector de estado [1]. La aplicacién de la
sintesis de controladores mediante el ''segundo método' lleva en este caso a una ley de
control no-lineal cuyo efecto sobre la planta lineal es mejorar el tiempo de respuesta
' del sistema en forma apreciable. El posible defecto de la metodologia seguida en [4] -
descansa en el hecho de insistir que el problema a resolverse sigue siendo un problema
inverso de control éptimo. El resultado final genera ciertamente una ley de control
que estabiliza el sistema pero cuya forma no es explicita.

Dentro del estudio de los sistemas bi-lineales la generacién de leyes de control,
que surgen de la aplicacibn del 'segundo método" de Lyapunov, también ha recibido a-
tencién en [2] y [3]. Sinembargo, las leyes de control propuestas utilizan funciones de
Lyapunov cuadréticas en el vector de estado de la planta bi-lineal. El énfasis principal
de estos trabajos de Longchamp mencionados anteriormente, esti en la obtencién de leyes
de control del tipo 'bang-bang" en virtud de la consideracién de 1imitacionés a la mag-
nitud de la accién de control del sistema.

Nuestro trabajo produce una fusién de las ideas presentadas en [2],[3] y [4], tenien-
do como teldn de fondo los trabajos pioneros de Kalman y Beltram [g] asi como el corres-
pondiente de Monopoli [5]. La idea principal de nuestro desarrollo esté en utilizar el
"segundo método" en la obtencién de leyes de control para sistemas bi-lineales utilizan
do funciones de Lyapunov que son cuadréticas en la familia de potencias tensoriales del
vector de estado del sistema bi-lineal. Bvidentemente, el método conduce a la obtencifn
de una ley de control que estabiliza el sitema bi-lineal. Puesto que la ley de control
obtenida esta dada en forma explicita nuestros resultados son directamente aplicables al
caso lineal de [4] utilizando la representacién bi-lineal de la planta lineal mediante
simple aumento de la dimensién del vector de estado del sistema lineal (este artificio
conduce a 1la 1llamada "méquina'de Myhill" del sistema lineal, por esta razén denominare-
mos a este artificio , el "artificio de Myhill " ). Adicionalmente, esta técnica permi-
te la obtencién de controladores del tipo 'bang-bang' . Esta posibilidad, de hecho, ge-
neraliza los resultados de [2] y [3]. '

En la seccién II de este trabajo daremos a conocer la notacibn bésica asi como las
definiciones y resultados que soportan los desarrollos ulteriores. La seccién 111 pre-
senta el resultado principal de este trabajo obteniendo la ley de control no-lineal en
forma explicita que estabiliza al sistema bi-lineal. Esta seccién también presenta las
férmulas necesarias para el controlador cuando se asumen restricciones en el vector de
control del sistema bi-lineal. La seccién III presenta, a manera de ejemplo, la apli-
cacibén del resultado principal al caso de una planta lineal. La secci6n IV contiene las
conclusiones del trabajo y algunas sugerencias para futuros trabajos de investigacién
en este 4rea. Al final del articulo se muestra la bibliografia consultada en la elabo-

racién de este trabajo.



II NOTACION, DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

En esta seccién daremos algunas definiciones siguiendo muy de cerca las dadas en [7] y
[8]. Las mismas describen las "potencias tensoriales" de un vector y de una matriz. Tam-
bién anotaremos algunos hechos importantes en relacién a las versiones infinitesimales
de estas'"'potencias'.

Si x es un vector de n componentes S L TRRRE> S denotaremos mediante x[p] el vec-
tor (™ +p-1 )-dimensional constituido por las formas homogeneas de grado p en las n compo-
nentes de Xx. Por convencién adoptaremos a 5[0] =1, Los elementos del vector x[p] son

m " n+p-1
de 1la forma ctp ]"]1_1 p1 con ZPi =p; p; > 0 . Definiremos a N(n,p) =( g )
y

2 _ (P yP@P PP, ~ee-- D1
o = (2J)CEFD) ... ( 1°2 n-1) (2.1)
p Py" Py P,
Nos referiremos a esta "potencia de x ' como la ‘"p-é&sima potencia tensorial del vector

X .

Si y= A x entonces y[p] = A[p] [ ] también se cumple y A[p] recibe entonces,apro-
piadamente, el nombre de " p- esnna potenc1a tensorial de la matriz A ' . Designaremos me-
diante A[ o] la versién infinitesimal de la potencia anterior. Es dec1r, si x satisfa-
ce la ecuacién diferencial d/dt x = A X entonces d/dt x[p] = x[p]

Algunas propiedades interesantes de las potencias tensoriales de una matriz asi como
de sus versiones infinitesimales se resumen a continuacién :

1 @wP - AP plP) 9 CA*B gy = Ay * Brp)

2) A% [p] - ( A[p])q 5) (qA )[p] = qAp, pera cualquier
3y (A 1Pl iply. , i ' escalar q.

) anlP = alPl 6 Ay - Ay

(2.2)

Extenderemos ahora las definiciones de potencia tensorial de vectores y matrices consi-
derando vectores constituidos por un arreglo ordenado por apilamiento de potencias tenso-
riales de un vector x . Para ello tomaremos la p- ésima potencia tensorial de un vector
cuya primera componente es el escalar 1 y el resto de las componentes son las del vector

X. Asignaremos a este vector el siqnbolo X = [ ] Entonces :
1
X
<[Pl .
X <121
é[p]

Daremos a este vector asi definido, el nombre de la ' p-&sima familia de potencias tenso-
riales del vector x ". La dimensién de i[p] es (n;p) = N(n,p).

Haciendo uso directo de las definiciones anteriores, se determina facilmente que si
y =AXx entonces y =Ax y también y[p] Alp] g[p] donde AlP) es una matriz dia
gonal a bloques de la forma .&[p] = diag [ 1, A, ... , A[p]]. La versién infinitesimal



de K[p] la designaremos mediante x&[p] = diag [ 0,A,..., A[p]] . Las propiedades dadas
en (2.2) para potencias tensoriales de matrices se extienden a la p-ésima familia de po-
tencias tensoriales de Ay a su versibn infinitesimal.

Lema 1 Los autovalores de A[p] estén constituidos por el conjunto de todas las
N(n,p) sumas formalmente distintas de autovalores de A tomados p a la vez. Asi en par-
ticular, si A es Hurwitz ( es decir todos sus autovalores tienen parte real negativa )

entonces A[p] y .K[ también son Hurwitz.

p]
Prueba : La primera parte del lema se establece facilmente bien mediante diagonalizacién
o reduccién a forma de Jord4n de la matriz de base A . La segunda parte del lema es
una consecuencia directa de las definiciones y de la primera parte del mismo.

Lema 2 Si A es una matrizde nxn y T es no-singular, entonces :
-1 = [r] [ply-1
TAT = (T A 2.
( )[P] ( ) [pl (T (2.3)

Prueba : Sea d/dt x = A x , entonces d/dt ;_[p] = A[p] 5[p]_ Si z =Tx entonces
1

d/dt z=TAT z y g_[p] = T[p]g[p] ,» por lo tanto : d/dt _z_[p] (TA ;i"l) [p] g[p].

Por otra parte tenemos : d/dt z (p] . T[p]d/dt 5[1)]‘ = T[p]A[p]§[p] = T[p]A[p] (T[p])'1 z[p].
El resultado es entonces inmediato.

Como una consecuencia de este lema obtenemos la férmula correspondiente para la fami-
1lia de potencias tensoriales :

-1 = rlpPly & [p]y-1
(TAT )[p] (TtPhH A[p]( THhH (2.4)
La prueba de este hecho se deja al lector.

Lema 3 Sea b un vector columna n-dimensional. Designemos mediante B 1a matriz :

_ 0 0
B = ~bm (2.5)
R Onxn

entonces la matriz B[p] tiene sus sub-matrices no nulas en aquellos bloques inmediata-
mente por debajo de los bloques principales nulos de acuerdo a la siguiente estructura :

Brpp ©

) Y Y@,y 0 Ym,p1) %3N (n,p)

by Unalpy) S, 000 CedenpeD) O (n,p)

01 22y Ol -0 Om,2avm,pl) N, 2)xN(,p)

: : : : : (2.6)
ON(,p-1)x1 **"" 550 (0] [p-1] ON(n,p-1)xN(n,p)

ONm,p)XL ... . bp) e (p]

donde E(k) es una matriz de dimensiones N(n,k) x N(n,k-1) con E(l) =b . El mapa
b- E(k) es lineal y [Opxq] [k] €S una matriz de N(n,k) x N(n,k).



Jlema 4 Sea B = [El,p_z,...,_‘t_)m] una matriz denx m . Supbngase que x satisface la ecua
cién diferencial lineal : )

& x = Ax + Bu 2.7

entonces i[p] evoluciona de acuerdo con la dinfmica bi-lineal :

a_,([p] + Ty ) (Pl (2.8)

i[p
donde las u;'s son las componentes de u eR™ ﬂ[p] es tal como se definib antes y

ii[p] tiene la estructura dada en el Lema 3.

Prueba La prueba esti basada en el simple hecho de que (2.7) puede ser descrito como un
sistema bi-lineal con un estado dado por el vector compuesto X . Este vector evoluciona
de acuerdo con la dinimica :

] 2.9)

El resultado es inmediato luego de la aplicacibn de la propiedad 4) de Ta ecuacién (2.2).

| e

gk = LA 3]

i=1 11

Como un corolario al lema anterior, se sigue que para k=0,1,2,.... etc.

e A B By Y (2.10)

II1 FORMULACION DEL PR(BLEMA Y RESULTADOS PRINCIPALES

En esta seccién aplicaremos el "segundo mé_todo" de Lyapunov para disefiar una ley de
control no-lineal que estabilice la trayectoria del sistema en el origen de coordenadas.
Esta ley de caracteristicas "polinbmicas" en la no-linealidad estarf expresada en términos
de familias de potencias tensoriales. = A

Considérese el sistema dinfmico bi-lineal :
g S[A +] B, 1x (3.1)
dt = 1-1 Yy 9.
donde A es Hurwitz.
Se require, mediante el empleo del "segundo método" disefiar una ley de control para el
51sten1a anterior que estabilice las trayectoria$ del sistema en torno al origen de coorde-

nadas.
Proposicibn 1 La ley de control dada por :

ug = - 3 (x[P) 5 B p Pl sie1,2,000m (3.2)

estabiliza las trayectorias del sistema en torno al origen de coordenadas. Siendo Bl[p]
diag [ O, B 1[2],..., 1[p] ] para cada 1i. 1[k] ; k=1,2,...,p es la versién m{l-
nitesimal de la k-ésima potencia tensorial de la matriz B ( Véase [1] ). La matriz P
tiene la forma :

(3.3)




donde P=P' >0.
Prueba La demostracibén de esta proposicibén se hace considerando la siguiente funcién
de Lyapunov :

ve = (&P p (P G.4)
Esta forma cuadritica en la familia de potencias tensoriales de grado p del vector de
estado x admite como derivada con respecto al tiempo :

% Ve =[CApy + Zhub, ) &Py 5300

(E[P])' P[(A (el 4 (3.5)

+
o1 * Zim % Byppy ) ¥
rearreglando la expresién :
A

d = X TaE X 1R B
BV = GO Ry B Ba 150 4 20 wia®hyay b

/\

[p]
l[p]) (X )]

El primer sumando de la expresién anterior es ciertamente negativo definido; en virtud
de ser A ( y por lo tanto A[p] y A[p] ) una matriz Hurwitz. En razén de ser cada
componente de la suma abreviada en la expresmn anterior una cantidad escalar, no es di-
ficil ver que la derivada de la func16n de Lyapunov admite entonces también la siguiente
forma :

a,(tlv(l) = _(S[P])vQ é"s[P] + ziill 2 ulci[P])'ﬁv ﬁ@[?])

i[p]

donde Q es una matriz positiva definida de dimensiones apropiadas.

De esta (1tima expresién surge inmediatamente el resultado de la proposicién expresa-
do en la fémula (3.2).

El segundo método de andlisis de estabilidad de Lyapunov aplicado sobre el sisema bi-
lineal retroalimentado con esta expresién para el control de la planta, resulta evidente-
mente en un sistema asintbticamente estable.

De existir limitaciones o restricciones en la magnitud de cada control u; de la for-
ma :

<

entonces el siguiente esqucma de control ' bang-bang " :

u; = - 8; sl @Phy By P el (3.6)

proporciona igualmente un sistema en lazo cerrado que adopta un comportamiento asintbtico
estable en cuanto a su trayectoria del vector de estado se refiere.

En este Gltimo caso, el sistema a lazo cerrado queda descrito por una ecuacién dife-
rencial cuyo segundo miembro es discontinuo. Esto crea algunas dificultades desde el pun-
to de vista tebrico ya que existe entonces la posibilidad de que no existan soluciones a
la ecuacién diferencial en el sentido clésico ( Véase [3] ). Esta dificultad sélo se po-
dria obviar al costo de perder incluso la estabilidad asintética del origen como punto de
equilibrio. ( Véase ta.mbién [5] ). Este resultado, sinembargo, generaliza los de [2]y [3].



Ejemplo  Como una aplicacién de los resultados cbtenidos en esta Seccién, consideremos el
caso de una planta lineal :

d
d—ti = AE + BB (3.7)
con B =] kl,_‘g_z,...,b ].y A es Hurwitz.

La p-ésima familia de potencias tensoriales del vector X evoluciona de acuerdo a :

d:lpl . 5  z[p] m.F {p]

aw X7 7 Ay 5 ¢ 2By x Gt
donde A[p] = diag[ 0, A, A[Z]"“’ A[p]] y Bi[p] tiene la forma dada por (2.6) con Bi
de la forma : .

- 0 0] g
.= N j 1=1,2 m
i b- 0 ’ s 1 ybgecay
=i “mxn

Un regulador de la forma (3.2) aplicado sobre (3.7) garantiza la estabilidad asintbtica
del origen y resulta en un regulador de naturaleza no-lineal para la planta lineal origi-
nal. Este controlador es la versién explicita del obtenido por Sandor y Williamson [4].

Es necesario en este punto ofrecer al lector una explicacié_n que pudiera parecer obvia;
y es lo referente al grado de facilidad o dificultad que pudiera presentar la implementa-
cién & instrumentacién de un controlador como el representado por la ecuacién (3.2) so-
bre una planta bi-lineal 6 lineal si fuere el caso. A este respecto es necesario acotar
lo siguiente : las p-ésimas familias de potencias tensoriales del vector X para una
planta bi-lineal 6 lineal evolucionan, como lo hemos visto, de acuerdo a una estructura
bi-lineal ( sumamente 'esparcitiva" para el caso lineal,por cierto ) que solo requiere de
multiplicadores para su instrumentacién sobre un computador anflogo. Es decir, a pesar
de la naturaleza "polinémica" ( 6 mejor dicho : multinbmica ) de las componentes del vec-
tor de estado en forma de potencia tensorial, solo se requieren : multiplicadores para
la accibn del control y condiciones iniciales que representan ciertamente la potencia
tensorial adecuada de la condicion inical original. La forma del control (3.2) simplemen-
te toma las componentes del vector de estado del sistema de mayor dimensién ( el cual como
aseguramos es facilmente"simulable" sobre ‘cualquier computador anilogo ) y mediante mul-
tiplicadores {micamente sintetizamos la ley de control estabilizante.

IV CONCLUSIONES

En este articulo hemos presentado un método de sintesis para controladores no-lineales
de plantas lineales 6 bi-lineales. El controlador propuesto,en sus varias versiones, siem-
pre resulta en un controlador estabilizante gracias a que su proveniencia se logra sobre
la base de la utilizacibn del "segundo método' de Lyapunov para el ané_lisis de la estabi-
lidad de sistemas dinfmicos. Este trabajo demuestra la factibilidad de utilizar tales con
troladores, en forma explicita, para el caso de una planta lineal.

Como sugerencias para investigaciones que pudieran desprenderse de este trabajo, propo-
nemos el estudio del incremento en tiempo de respuesta cde un sistema controlado no-lineal-
mente con un esauema como el nuestro, en relacién con cualquier otra ley de control.
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