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Resumen

En este artfenlo se aplica un controlador por
regfmenes deslizantes basado en la planitud diferen-
cial a un sistema mecdnico vibracional, con el obje-
tivo de alcanzar el seguimiento asintético de salida
en presencia de perturhaciones arménicas. Fl sis-
tema mecdnica consta de dos masas conectadas por
medio de resortes, nn motor de ed y un generador de
vibraciones. T.a salida a controlar es la posicién de
la masa subactuada, la cual est4 afectada por una
fuerza arménica externa al sistema con frecuencia
de excitacién variable. El control activo de vibra-
ciones explota la propiedad de la planitud diferen-
cial del sistema dindmico con un controlador que
retroalimenta la medicién de las posiciones y las ve-
locidades estimadas numéricamente. En el esquema
de control se consideran trayectorias de referencia
planificadas fuera de lfnea y la accién de perturba-
ciones pequeiias. El desempeifio del sistema en lazo
cerrado se muestra mediante simulaciones numéri-
cas y resultados en tiempo real obtenidos en una
plataforma experimental.

1 Introduccién

Mnuchos sistemas de ingenierfa estdn afectados di-
rectamente por sefiales 0 vibraciones indeseables. El
control de vibraciones en sistemas mecénicos es un
problema de estudio importante, ya que por medio
de los métodos de control se pueden atennar o can-
celar el ruido o las vibraciones. Bésicamente hay
tres métodos para realizar el contral de vibraciones,
conocidos como control pasivo, control semi-activo

y control activo. El control pasivo de vibraciones
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se basa en la incaorporacién de resortes y amor-
tignamientos al sistema con el objetivo de reducir
la respuesta del sistema primario; dicha incorpo-
racién de resortes y amortigunadores solo serd itil
para una frecnencia de excitacién especffica y bajo
condiciones de operacién estables, por lo cual no es
recomendable en casos de frecuencias de excitacién
variables o pardmetros desconocides. El control
semi-activo de vibraciones se basa en la aplicacién
de resartes o amortignadores variahles a ajustahles,
es decir, que pneden adaptarse a las condiciones de
operacién del sistema. El control activo de vibra-
ciones incorpora més grados de libertad al sistema,
siendo 1a fuerza aplicada a los actnadores que se
controla a partir de la informacién retroalimentada
y prealimentada entregada por sensores. En gener-
al, la incorporacién de grados de libertad al sistema
ocasiona dindmicas complejas y fuertes acoplamien-
tos que pueden ser lineales 0 no lineales. Para mds
detalles ver [1, 3, 4, 6].

Por otro lada, muchos sistemas dindmices poseen
la propiedad estructural llamada la planitud difer-
encial Esta propiedad es eqnivalente a la existencia
de un conjumto de salidas independientes, llamadas
salidas planas, las cnales son ignales al mimero de
entradas de control y que parametrizan a cada vari-
able de estado del sistema y entrada de control (ver
[2)). Par medio de l1a planitud diferencial el an4li-
sis y el disefio de un controlador se simplifica sub-
stancialmente. En particular, la combinacién de la
planitud diferencial con la técnica de control por
regimenes deslizantes [7], utilizada cnando se re-
quiere un esquema de control robusto (e.g., cuando
hay incertidumbres o perturbaciones que afectan a
la dindmica del sistema), califica como un contro-
lador adecnado para conseguir el segnimiento asin-
tético robusto de trayectorias deseadas.

En este artfenlo se considera el problema de con-
trolar una plataforma mecénica de dos grados de



libertad, la enal consta de dos masas y dos resortes.
El objetivo de control consiste en el segnimiento
por parte de la masa subactuada de una trayectoria
planificada y la atenuacién de las vibraciones o per-
turbaciones externas que la afectan directamente.
La ley de control empleada se basa en la aplicaci6n
de la planitud diferencial combinada con la técni-
ca de control por regfmenes deslizantes, con la se
pnede obtener el segnimiento asintético de la trayec-
toria planificada fuera de lfnea en presencia de vi-
braciones externas (fuerzas perturbadoras arméni-
cas). El esquema de control constituye un control
activo de vibraciones, nsando tnicamente la retroal-
imentacién de las posiciones de las masas y la esti-
macién o aproximacién numeérica de las velocidades
y las aceleraciones. El control activo permite com-
pensar vibraciones arménicas con frecuencia de ex-
citacién variahle, logrando una respuesta asintética
en la salida del sistema. Se presentan algnnas sim-
ulaciones numéricas y resnltados obtenidos en una
plataforma experimental.

2 Sistema mecdnico vibratorio

Un diagrama esquemético del sistema mecdnico vi-
bratorio se muestra en la Fig. 1. El sistema mecéni-
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Figura 1: Diagrama esquemdtico del sistema

mecAnico.

co consta de dos masas (mq,myz), las cuales se en-
cuentran conectadas por los resortes bidireccionales
(k1,k2). Cada carrito gue sostiene a las masas tiene
un sistema anti-friccién (rodamiento de bolas), de
esta manera los amortignadores (ey,c2) como se
muestra en la Fig. 1 se incluyen para describir los
pequefios amortignamientos visoosos presentes en el
sistema. Fl control de fuerza que se representa por
u(t) se aplica directamente a la masa m, para satis-
facer los objetivos de control deseados (seguimiento
de trayectorias y atennacién de vibraciones). Di-
cho control de fuerza se genera por un servomotor
sin escobillas, el cual se encuentra conectado a un
mecanismo pifién-cremallera. La masa subactuada
mg estd directamente afectada por una fuerza exé-
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gena (vibracién arménica), siendo f(t) = F sin(wt),
la cnal se obtiene a partir de un generador de vi-
braciones que se encnentra montado sobre la masa
mg (la excéntrica de dicho generador est4 conecta-
da a la flecha de un motor de cd con regulacién
de velocidad). T.os decodificadores épticos pueden
medir la posicién de la masa my por medio de sis-
temas de cables con poleas (donde las velocidades
y aceleraciones se aproximan numéricamente en los
algoritmos de control).

T.as subsistemas primario y secundario es-
tdn compuestos por los elementos (ma,c, ko) y
(my,c1,k); respectivamente. Las vibraciones no
deseadas en la masa my se producen por la accién
de la fuerza arménica f(t).

El subsistema secundario (my, ¢y, k1) puede con-
siderarse como nun absorbedor pasivo de vibraciones
para el snbsistema primario (mg, cg,k). Esto es
tfpicamente disefiado para satisfacer las condiciones
de resonancia interna, donde la fuerza arménica
£(t) se atenda en 2(t) solo para frecnencias de ex-
citacién espectfficas w y condiciones de operacién es-
tables. La principal desventaja de este esquema de
control en lazo abierto es la ansencia de robustez con
respecto a incertidumbre en los pardmetros o varia-
ciones en la frecnencia de excitacién. Ta introduc-
ci6n del contral de fuerza u(t) resnlta en un esquema
de control activo de vibraciones, el cual se disefiard
usando las herramientas de la planitud diferencial,
la técnica de control por regfmenes deslizantes y la
planificacién de trayectorias.

2.1 Modelo Matemaitico

El modelo matemético del sistema mec4nico de dos
grados de libertad mostrado en la Fig. 1 esta dado

por

myT, + oty + kv + kQ(I] —.’IIQ) = ‘Il,(t) (l)
Mgity + cgde — ka(zh —12) = [f(2)(2)

donde T,y 72 representan la pasicién horizontal de
la masa mq y ma2 con respecto al punto de reposo,
respectivamente. La entrada de control u(t) y la
sefial exégena f(t) son fuerzas que pueden jalar o
empujar a la masa m, y ma, respectivamente.

Definiendo las variables de estado como 2,
Ty,29 = Fy,23 = Ty ¥ 24 = Tzel modelo (1)-(2) se
describe en espacio de estado como

Az+Bu+Ef, zeR* feR' (3)
23, yeR‘ (4)

<
|

donde
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Claramente se puede observar que las vibraciones
libres del sistema (3)-(4) son iinicamente estables
para el caso en que no existe amortignamiento (i.e.,
cuando ¢; = 0y ¢ = 0, siendo que la matriz A
tiene todos sus valores propios sobre el eje imagi-
nario) y asintéticamente estable para el caso amor-
tignado (i.e., ecnando ¢y # 0y g # 0, donde todos
los valores propios de A tienen parte real negativa).
Ademds, resulta fdcil verificar que este sistema es
completamente controlable.

La funcién de transferencia del sistema (3)-(4)
entre la perturbacién f(t) y la salida y = 23 se ob-
tiene como

cy) = X

F(s)
my 32 + 8 + (ky + ka)
0488+ 0333 + 0282+ 018+

donde a4 = mymg, Az = My ca +macy, 02 = Mk +
ma(ky + ka) + 109, 61 = Koty + c2(ky + ko) y an =
kikg. Cuando f(t) = 0 y ¥ = u" es una entrada
constante (fuerza) &l estado de equilibrio es z° =
col(1u*/ky,0,17/ky,0), en cuyo caso 1 = 0 implica
que 2° = 0. En cualgnier otro caso la perturbacién
se manifiesta en conflicto con la transferencia del
estado de egnilibrio del sistema a una trayectoria
deseada.

Observacién 1 La saliday = 23 tiene gmdo relati-
10 4 con respecto au y grado relativo 2 con respecto
a f, por lo tanto, el pmblema de desacoplamiento
de la perturbacidn f(t) no tiene solucidn. De tal
manem que In atennacidn de la seial perturbado-
m se podrd conseguir solamente con un controlador
robisto.

3 Planitud diferencial del sis-
tema vibratorio
Un sistema dindmico es diferencialmente plano si

existe un conjunto de funciones diferenciables de los
estados, llamadas salidas planas, por medio de las
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cuales todas las variables de estado y las entradas
de control se pueden expresar en términos de las
salidas planas y de sus derivadas. Esta propiedad
estructural y muchas otras aplicaciones ilustrativas
han sido ampliamente discutidas en varios artfcu-
los de Fliess y colaboradores (ver [2}). Ta plani-
tud diferencial es una propiedad que permite gener-
alizar el problema de la linealizacién exacta a difer-
entes clases de sistemas no-lineales y resulta espe-
cialmente ttil para solucionar problemas de estabi-
lizacién asintética, linealizacién exacta, salidas de
fase no-mfnima, planificacién de trayectorias, etc.

Para simplicidad en el andlisis de la planitnd
diferencial en el sistema mecdnico (3)-(4) se supone
que f(t) = 0. Debido a que el sistema es comple-
tamente controlable, entonces es diferencialmente
plano. En efecto, la salida a controlar g 23
es la salida plana. A continuacién se muestra la
parametrizacién de todas las variables de estado y
la entrada de control. Para ello primeramente se
determinan las derivadas hasta de cuarto orden de
la salida y = z3, resultando

vy = =
Yy = =2
j = s =—T(z z)—(—gz
Yy = Z= 1 3 m24
o korg ko koca
¥y = m§2'+m222+ 5 23
2
> k
+[2) 2]«
m2 ma
@ _ kaff e Q_k_z_(k1+kg) 2
y - 12 ma mo my !
_ka [LJrg] 2
my [my mp
2
k2 ﬁ.,."'_?_(i) 2
mg (My M2 mz
2kqc A k
[ 2;2_(3)}“ 2_,,
m3 ma myma

De esta manera, las variables de estado y la entrada
de control quedan parametrizados en términos de la

el



salida plana de la siguiente manera:

1 . .
Tz(mfzy + oy + koy)

2y =
mae. €2, .
Se—— —ij+
29 k2y+k2y y
23 =Y
24 = ¥ (%)
1 {(e)
=91y — (a121 + agzy + a3z3 + a424)
_ l (4) aoMmy... ayMg + 20 \ ..
a1C2 5
+ k—2+0-2 + a4 ) ¥+ (a1 + a3) y]}(6)
donde
o = [} k(e
U mo Mo ma my !
= -2 [L+C_2 ,
ma (M mg
k M : 2
o = ﬁ+&_(f_e)]
mg {My Mg ma
scs [ ea\? ky
a4 = |5~ |—) |1b= ——
m3 mg myma

Si el objetivo de control es el segnimiento asin-
tética de la salida para nna trayectoria de referencia
deseada y*(t), entonces se pueden calcular las vari-
ables de estado y la entrada de control requeridas
para obtener el segnimiento perfecto de la trayec-
toria nominal. DNe esta manera, la parametrizacién
ideal () y (6) puede utilizarse para determinar z*(t)
y ©*(t) a partir de una trayectoria de salida conoci-
da y(t) =y*(t).

T.a planitud diferencial, sin embargo, no es sufi-
ciente para lograr el segnimiento asintético de ref-
erencias ni la robustez en presencia de senales ex4-
genas o incertidumbre en los pardmetros del sis-
tema. En el caso en que f(t) # 0 la parametrizacién
deberfa incluir explicitamente el efecto de f y sus
derivadas hasta de segundo orden.

Por las razones anteriores se utilizar4 un contro-
lador por regimenes deslizantes hasado en la plan-
itud diferencial, con el fin de tener un esquema de
control mds realista y alcanzar asf nun mejor de-
sempeiio del sistema en lazo cerrado.
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regimenes
la

4 Control por
deslizantes basado en
planitud diferencial

Especificando nna trayectoria deseada y*(t) para
la salida plana y(t) = 23 y definiendo el error de
segnimiento como e(t) = y(t)—y*(t) se puede obten-
er un controlador por retroalimentacién de estados,
basada en el segnimiento exacto del error, como

signe (ver (6)):

nmg + 0920

1 aomag... &
= ={- +
u 5=l *a v/, )i
("‘,'c;" +ay + a4y + (0 +a3)y] +v}(7)

donde v es una nueva entrada. La aplicacién de (7)
al sistema (3)-(4), pero en coordenadas (v,9.9,¥).
resulta en un sistema en lazo cerrado descrito en la
forma canénica de Brunovsky. La nueva entrada de
control u(t) se disefia entonces para estabilizar al
sistema sobre la trayectoria deseada. Por ejemplo,
aplicando la retroalimentacién lineal del error

() = 036 (1) + aoé(t) +mé(t) + ooe(t) + “y"((f,g)

donde 0y, i = 0,...,3, son constantes reales posi-
tivas, seleccionadas de tal manera que el polinomio
84+ 39 +a95? +0y8 + o sea Hurwitz, de acuerdo
a algnna dindmica lineal preestablecida (asignacién
de polos). De esta forma la dindmica del error de
segnimiento qneda deserita por la signiente ecnacién
diferencial

(63

€ (t) + 03¢ (t) + agé(t) + me(t) + age(t) =0 (9)
la cual es asintéticamente estable, es decir, lim/— 0o
e(t)=0.

Conviene sefialar que este controlador lineal no
considera la perturbacién f(#) ni incertidumbre en
los pardmetros. Para poder trabajar con estas di-
ficultades haremos uso de la técnica de control por
regfmenes deslizantes y de sus propiedades de ro-
bustez ampliamente conocidas.

Considere la superficie de conmutacién definida
como

(10)

donde 3;,71=1,... . 3 son pardmetros de diseno que
permiten las regulacién y estabilizacién del sistema.
El movimiento deslizante del error de segnimiento
e(t), que es el error dindmico restringido a () =0,

0(e,6,8.%) = & + Byé + Bré + Boe




estd gobernado por la sigiiente ecuacién diferencial
lineal

()

donde las constantes B, 34, 85 son seleccionadas de
tal forma que el polinomio s + 3,52 + G,3 + (3,
sea Hurwitz. Como consecuencia se tiene que el
error dindmico en la superficie deslizante o(-) = 0
es globalmente asintéticamente estable.

La superficie deslizante 7(-) = 0 se hace global-
mente atractiva aplicando nna aproximacién con-
tinua del controlador discontinuo por regfmenes
deslizantes (ver [f]), restringiendn o para que
cumpla con la siguiente dindmica

&+ B +Bié+ Boe =0

a (12)
donde 1,y denotan constantes reales positivas y
signa(-) es la llamada funcién signum. Por medio
de la funcién de Lyapunov V(o) = 0? es fécil
mostrar la convergencia asintética de 7 a la super-
ficie deslizante 7 =0 (i.e., 76 < 0).

El control por regfmenes deslizantes se sintetiza

entonces como
— 1B %(6) + B&(e) + Boé(t)] +
—ulo() + s+ 9 (O (13)

Cuando se toman en cuenta las limitaciones ffsicas
del sistema mecénico vibratorio, el grado o cantidad
de suavizamiento aplicado en (12) es conveniente
para evitar las altas frecnuencias de conmutacién.
Para ello usaremos la signiente aproximacioén de la
funcién signum

—plr + ysign(a)]

v

(14)

sign(7) = il
1€ |o|+e

donde € es cnalgnier constante positiva y pequeiia.

5 Simulacién y resultados ex-
perimentales

El funcionamiento del sistema en lazo cerrado se
ilustra mediante algunas similaciones numéricas y
varios experimentos realizados en tiempo real en
una plataforma experimental del sistema mecAnico
vibratorio bajo estudio.

T.a plataforma experimental se compone de tres
subsistemas: 1) la planta electromec4nica con un
actuador (motor de cd sin escobillas) y sensores (de-
cadificadores de alta resolucién de 4000 pulsos por
revolucién con una resolucién lineal efectiva de has-
ta 2266 cuentas/cm) como se describe en la Fig.
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1; i) un controlador en tiempo real basado en un
DSP instalado en una PC; iii) paqueterfa de pro-
gramacién y ambiente gréfico, para programar los
algoritmos de control y graficar las sefiales de los de-
codificadores. La frecnencia mdxima de muestreo es
de 1.131 Khz (equivalente a un tiempo de muestreo
minimo de 0.000884 s), sin embargo, para evitar
dafios y altas frecuencias éste fue fijado a un valor
de 0.00884 s. En la plataforma experimental inica-
mente se dispone de las mediciones de posicién (por
medio de los decodificadores) y las derivadas has-
ta de cuarto orden de la salida plana se aproximan
numéricamente dentro del algoritmo de control en
tiempo real, de cuyos cédlcules resulta ruido en la
entrada de control.

Los pardmetros flsicos del sistema mecdnico vi-
bratorio se proporcionan en la Tabla I.

Tabla I. Pardmetros del sistema
my; =1.85kg | mo=2.55 kg

ky =400 N/m | ¢y =10 N/(m/s)
k2 =175 N/m | ¢ = 10 N/(m/s)

Estos pardmetros fueron validados para deter-
minar la respuesta en lazo abierto y la respuesta
frecnencial del sistema mecdnico. Los pardmetros
del controlador por regfmenes deslizantes propuesto
en (7) y (13) feron disefiados para tener los poli-
nomios

B+ By52 + 8,5+ By = (3 +p)(s2 + 2Cwns + wl)
(15)

por lo tanta,

Bo=pwi, By =wk+2pwn, By = (p+2Cwn)
(16)

Ne esta manera, se seleceionaron p = 20, ( =
0.7071, w, = 12.566 rad/s, p = 10, v = 10y
e = 0.01. La trayectoria deseada para la salida
plana y(t) = z2(t) se planifica fuera de Ifnea con
base a la siguniente definicién

{J = constante sio<t< T
y‘(t) = ] [l - w(t,Th TQ)] siTh <t<Ty
0 sit>T

donde§ =0.010m, 73 =65, To = 8s,y ¥(t,T1,To)
es un polinomio de Bézier, tal que ¥(77,75,T2) =0
y ¥(T2, T3, T2) = 1. Fl polinomio se propone de la
signiente manera

(=T ) t—Th

¥, Ty, To) = (Tz—ﬂ) [ry— 7o (T2—7’1
+ry (22T 2+ e (=T 5}

\T-1) T T\ -1




con las constantes 7 = 252, 1o = 1050, r3 = 1800,
r4 = 1575, 15 = 700 y rg = 126 seleccionadas de tal
manera que se obtuviera una respuesta suavizada
en el seguimiento dindmico del polinomio en lazo
cerrado del sistema.

Varias simulaciones numéricas fueron realizadas
con y sin la presencia de una fuerza exégena (vi-
bracién armdénica), la cual estd dada por f(t) =
Fsin(wt), con F = 2.295 N y w = 62.8 rad/s. Note
que la amplitnd de esta vibracién es pequefia y la
frecnencia de excitacién es elevada, en comparacién
con las frenencias naturales del sistema ffsico (6.7
rad/s y 18.3 rad/s). Asf pues, dicha fuerza pertur-
badora ocasiona una respuesta altamente oscilatoria
en el sistema dindmico, con lo cnal es posible excitar
las posibles dindmicas no modeladas en el sistema
mecénico vibratorio con el servomotor.

5.1 Resultados en simulacién

En la Fig. 2 se muestra la simulacién numérica us-
ando un controlador por regfmenes deslizantes y la
planitud diferencial para f(t) = 0 [N]. De esta man-
era 1o puede observar un buen desempefio dindmi-
co con respecto al segnimiento asintético de la sal-
ida. Fn el casa en que f(t) = 2.295sin(62.8) [N]
(ver Fig. 3) el segnimiento asintético de la salida
es también razonable, debido a que la fuerza de la
vibracién externa se atemia, pero con el compro-
miso de tener comportamientos internos y acciones
de control altamente oscilatorias.

5.2 Resultados experimentales

En las Figs. 4 y 5 se pueden observar los resnltados
experimentales obtenidos con la aplicacién del es-
quema de control por regimenes deslizantes basado
en la planitud diferencial. Fspecfficamente, cuando
f(t) = 0 [N] la respuesta en lazo cerrado del sis-
tema es muy similar a la obtenida por medio de las
simulaciones numéricas (ver Fig. 4). La entrada
de control presenta alta frecuencia para los cambios
discontinuos y suaves en la trayectoria de referen-
cia deseada. Esto es consecnencia de la deficiente
aproximacién numérica de las velocidades (cdlenlo
de las derivadas) dentro del algoritmo de control
en tiempo real. Cuando el sistema mecdnica so-
porta la fuerza de vibracién f(t) = 2.295sin(A2.81)
[N} (ver Fig. 5) el segnimiento asintético de la sal-
ida resnlta razonable y mejor que la obtenida en
las simulaciones numéricas. Fl control activo de vi-
braciones es capaz de atenuar las perturbaciones en
la salida, resultando en un segnimiento asintético
y robusto de la trayectoria de referencia planifica-
da. De cualquier manera la respuesta del sistema
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en lazo cerrado y las acciones de control presentan
dindmicas altamente oscilatorias. Otros experimen-
tos con frecuencia de excitacién variable, inclusive
cerca de las frecuencias de resonancia del sistema,
resultaron en un desempeiio satisfactorio del esque-
ma de control activo de vibraciones.

6 Conclusiones

La planitud diferencial y la técnica de control por
regfmenes deslizantes fueron aplicados a un sistema
mecénico vibratorio para realizar similtdneamente
el seguimientn asintético de una trayectoria de ref-
erencia y la atennacién de perturbaciones. El sis-
tema mecénico consta de dos masas conectadas con
resortes. T.a salida a controlar es la posicién de
la masa subactuada, la cual estd afectada direc-
tamente por una vibracién indeseable (fuerza ar-
ménica con frecnencia de excitacién variable). El
esquema de control activo de vibraciones explota
la propiedad de la planitud diferencial durante el
disefio del controlador, empleando para la retroali-
mentacién solamente la medicién de las posiciones
y la aproximacién numérica de las velocidades. El
controlador es dindmicamente capaz de realizar el
seguimiento de una trayectoria planificada fuera
de lfnea aun en presencia de peguefias perturba-
ciones. El funcionamiento del sistema ha sido val-
idado por medio de simulaciones numéricas y re-
sultados obtenidos en una plataforma experimental.
El controlador activo de vibraciones resulta ser muy
rohusto ante la accién de la sefial perturbadora (ar-
ménica) de frecuencia de excitacién variable.
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