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Résumé:
Dans cet article, nous proposons plusieurs méthodes de
conception de commandes par bouclage pour la stabilité
et le suivi de trajectoires pour des systémes qui ne sont
pas équivalents, par bouclage endogéne, & des systémes
linéaires commandables. Nous illustrerons, en se basant
sur des exemples physiques simples, l'efficacité des lois
proposées.
Mots-Clés:
Suivi trajectoire, linearisation jacobienne, systémes Liou-
villianes

I INTRODUCTION
Dans cet article, nous présentons, & travers des exemples
illustratifs, plusieurs méthodes de conception de com-
mandes disponibles pour la régulation en boucle fermée
de systémes non différentiellement plats, c’est 3 dire qui
ne sont pas équivalents 3 des systémes linéaires con-
trollables par bouclage endogéne. En considérant les
travaux sur le suivi de trajectoire construit, nous ex-
ploiterons trois approches fondamentales: 1) Approxima-
tion d’un systéme plat du méme ordre, 2)Immertion dans
un systéme plat d’ordre plus ‘elevé et 3) Exploitation du
caractere Liouvilian sur les sytémes non plats.

Dans un premier exemple, nous considérons le probleme
de construction d’une commande par bouclage pour le
systéme “balle et poutre” (see Hauser el al [17]). Un
schéma de régulation par “feedback” est proposée pour
une manoeuvre d’équilibre 3 équilibre, qui ne passe pas
par l'origine (singuli¢re) des coordonnées généralisées.
Le systtme admet une trajectoire exacte déterminée
par les mouvement angulaires de la poutre en ce qui
concerne le déplacement nominal désiré de la balle le
long de la poutre. Cependant I'équation différentielle
qui régit D'élaboration de la trajectoire exacte due &
ce déplacement angulaire, posséde une discontinuité &
droite. Ceci ne permet utilisation de cette trajectoire
dans ce cas dés que les dérivées secondes du mouvement
angulaire nominal sont retenues pour obtenir la trajec-

*Ce travul est supporté par le Centro de Investigacién y Estudios
A dos del IPN, Méxi et pour le Consejo Nacional de Ciencia
y Tecnologfa, (CONACYT) sur Contrat de Recherche No. 32681-A

toire de référence nominale d’entrée. En approchant
le systéme par un systéme différentiellement plat, on
peut calculer hors-ligne un état nominal approché et
des trajectoires en entrée commandées. On montre
que cette approximation obtenue est remarquablement
proche de celle calculée, pour autant que les mouve-
ment angulaires de la poutre soient pris en compte.
Le schéma de bouclage est complété en utilisant une
loi de commande par bouclage, linéaire incrémentale,
fonction du temps, obtenue récemment par des tech-
niques algébriques dévelopées par Fliess et Rudolph [14].
La loi de commande proposée est réalisée pour subir
d’importantes perturbation d’état. Une sortie de loi de
commande par bouclage, basée sur un observateur d’état
fonction du temps, est aussi construite, and ses perfor-
mances sont testées par simulation sur ordinateur.

Le second exemple se rapporte 4 un exemple “du livre”
de systéme non linéarisable pour lequel une sortie 4 non
minimum de phase est requise pour suivre une trajectoire
stabilisante donnée. Une procédure d’approche, basée
sur un algorithme itératif hors-ligne, spécifie une trajec-
toire de référence comme sortie pour un sous-systéme
plat convenable en ce qui concerne le défaut de la trajec-
toire de sortie désirée. Le caractére “partiellement plat”
permet donc de spécifier une entrée nominale et un état
de trajectoire nominal pour le systéme entier. La loi de
commande par bouclage est encore construite sur la base
d’une linéarisation approchée & partir de la trajectoire
nominale calculée hors-ligne et de la spécification d’une
loi de commande par bouclage, linéaire fonction du temps
qui place les valeurs propres du systéme en boucle fermée
instantanément en des points constants et fixes sur la
partie gauche du plan complexe. Cette procédure de con-
struction de buoclage a été démontrée convenable, dans
le contexte d’une construction d’un observateur asymp-
totique, dans la classe linéaire, fonction du temps et pour
des systemes dont les coefficients appartiennent au corp
de Hardy, , c’est & dire celui dans laquelle la “classe de
comparabilité” la plus grande est constitué par des fonc-
tions exponentielles du temps (voir [14]).

Le troisiéme exemple s’appuie sur un schéma de



régulation par bouclage, qui permet une régulation
efficace d’'une manoeuvre de descente en phase ter-
minale d’un vaisseau spatial commandé verticalement.
L’approche est basée sur une construction de trajectoire
hors-ligne qui exploite le fait que le modele du vaisseau
spatial commandé verticalement est “Liouvillien”, c’est
4 dire qu’il montre un défaut en ce qui concerne le car-
actére plat de la variable masse totale du vaisseau. En
fait, on montre que les dynamiques de haute valeur sastis-
font une équation différentielle scalaire linéaire fonction
du temps, et dont le paramétre la définissant, est con-
stituée d’une fonction différentielle de la variable platte.
En d’ordre termes, les dynamiques de position du vais-
seau peuvent &tre exprimées en termes dintégrations de
functions de la sortie platte et d’un nombre finis de
ses dérivées par rapport au temps. Ceci facilite con-
sidérablement la construction de la loi de commande par
bouclage en autorisant un calcul hors-ligne de la com-
mande idéale en boucle ouverte, laquelle régule le vais-
seau vers une position d’équilibre en vol stationnaire.
Comme d’habitude, de cette petite hauteur de vol, la ma-
noeuvre d’atterrissage finale peut étre accomplie en toute
sécurité avec une coupure du réacteur. Cette approche
résulte donc d’un régulateur & retour d’état linéaire fonc-
tion du temps, complémentant la commande en boucle
ouverte calculée hors-ligne.
II Systéme de la balle et de la poutre et
quelques de ses propriétés

On considére le systéme de la balle et de la poutre de la
figure 1. En adoptant comme coordonnées généralisées,
g = [r,0]T, la fonction d’énergie cinétique est donnée par:

T("g 7"19) = % [(J +Js +m,r"‘)é2 + (m + %)1‘2]

oui J est le moment d’inertie de la poutre par rapport a
la liaison pivot, Jp est le moment d’inertie de la balle par
rapport A son centre, R est le rayon de la balle et m sa
masse.

D’autre part, I’énergie potentielle du systéme est donnée
par :V(q) = mgrsin@. Le Lagragien du systéme s’écrit
donc:

L(r,#,6,0) = %[(J +Jg + mr”)@2 +(m+ }%)i"]
—mgrsind
En appliquant les équations de Euler-Lagrange, on trouve

facilement que le modele mathématique du systéme “Balle
et Poutre” est donné par:

[m+!£ 0 ][]
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11 a été montré que la variable de position sur la poutre ,
r, avait un degré relatif defini mauvais (en fait, entre “3
et 4”) (voir [17]). Le systéme n’est donc pas linéarisable
par bouclage avec un retour d’état statique. D’od, il n'est
pas non plus possible de linéariser par retour d’état dy-
namique. Le varieté d’équilibre du systéme 4 une position
horizontale parfaite de la poutre g = 0, sans mouvement
de translation de la balle, qui peut étre située & une dis-
tance quelconque de 'origine, r = constante.

II.1 Construction de la trajectoire hors-ligne

Le manque de linéarisabilité par bouclage du systéme
empéche une approche de construction directe pour la
stabilisation des mouvements du systéme autour du va-
rieté d’équilibre, duquel nous devons nécessairement ex-
cluire Porigine.
On suppose que l'on désire réaliser, dans un intervalle
de temps fini [t;,¢;], une manoeuvre de transfert d’un
point d’équilibre a un autre point d’équilibre de la balle
en provoquant un déplacement commandé, d’une posi-
tion d’équilibre initiale donnée (r(t;),0(t:)) = (Tinit, 0),
vers une deuxidme position d’équilibre (r(ts),0(ts)) =
(rfinat,0), avec ffinai < Tinitiar telles que 0 ¢
[Finits *finat]. On suppose qu’une trajectoire nominale
pour le transfert requis est spécifiée pour la coordonnée
de position de la balle, r telle que:
Tinit pour t < ¢;
Tinit + (T finat — Tinit )0 (¢, iy t1)

pourt; < t < iy
Ttinal pour ¢t >ty

r(t) =

01 la fonction (t, ;,t¢) est une spline polynomiale suff-
isament lisse, satisfaisant (4, t;, t7) = 0 et Y(ty,ti, ty) =
1.

I1.2 Construction exacte de la trajectoire hors-
ligne

De la premiére équation de 1 on obtient 1’équation
différentielle implicite suivante pour le déplacement an-
gulaire requis, 8*(t), en fonction du déplacement longi-
tudinal nominal, r*(t)

mr* (t)[é.(t)P = mgsin(6*(t)) + (% + m) i) (2)

L’équation différentielle explicite suivante pour 8*(t) est
donc facilement obtenue de (2) par des considérations
physiques élémentaires et des considérations de faisabilité
mathématique simple sur le systéme:

Pl = | f|mesin@®) + (@ +m) @)
B | mr*(t) |

sign 1 mysin(e*(t)zn-:.((tﬁ;i +m) r”'(t)} 3

ot “sign” représente la fonction signum.

La figure 2 montre une simulation typique de I'équation
différentielle (2.3) avec les paramétres suivants: m = 0.11



[Kgl, R = 0.015 [m], L = 0.5 [m], Jp = 10-5[N-m/s?], J
= 10-2 [N-m/s2], rinit = 0.8 [m], rpinat = 0.3 [m], et un
spline polynomial “lisse” interpolant entre 0 et 1,

t—t;\°
¢(t,t,~,tf)=(t,_t',) x

5
t—t; t—t;
|:71_72 (tf—ti)+ T (t/_ti) ]

4y = 252, 7, = 1050, ~; = 1800,

44 = 1575, 45 = 700, 75 = 126

et t; =2[s], ty = 5.5 [s].

Malheureusement, aucune stratégie de conception de

commande traditionnelle basée sur la précédente con-

struction d’une trajectoire hors-ligne ne prouve que cela

soit possible, ceci étant dii au manque de différentiabilité

de la vélocité angulaire élaborée, requise pour le calcul

hors-ligne de I’effort d’entrée nominal. Cependant, la so-

lution exacte obtenue de (2.3) en fournit une qui permet

de valider partiellement les schémas solutions approchés,

comme celle proposée dans le paragraphe suivant.

1.3 Construction de la trajectoire approchée

hors-ligne

Si I’on ne tient pas en compte le terme de la force cen-
2 b, 2 *2 .

tripéde —mr@", dans la premiére équation du systéme

(2.1), une construction de la trajectoire approchée peut

&tre réaliser en fonction de la relation résultante suivante:

95 (t) = —arcsin [i (1 + n%) 7 (t)] 4)

La figure 3 montre que , pour une manoeuvre de trans-
fert suffisament lente qui garantit de petites forces cen-
tripédes, ’approximation (2.4) est assez bonne, quand on
la compare avec la construction de la trajectoire angulaire
exacte. Dans la simulation fournissant cette figure, nous
avons utilisé les mémes paramétres que précédemment
qui garantissent une force centripéde petite.

La relation approchée (2.4) fait de la position de la balle,
r, une sortie platte qui nous permet de calculer une tra-
jectoire de référence nominale pour la variable d’entrée
en effort. En utilisant la deuxiéme équation dans (2.1),
on obtient

() = mgr*(t) cos(8s(2) + 2mr* (D) ()0, (t)
+(mlr* @F + J +Jp)d,(¢)

I1.4 Design de la commande

I1.4.1 Une commande par retour d’état:

On définit les variables d’état et de sortie comme étant:
ri6 =1 —r*(t), rag =F —#(t), 01,5 = 0 - 05(2), 25 =
6—8)(t) and us = 7 — 7*(t).

La linéarisation du systéme autour de la trajectoire nom-
inale (r*(t), #*(t), 6 (t),0,(t), u*(t)) est donnée par

""1,& = T2,4

ro 56 = B[i’:(t)]zfla —Bgcosb,(t)81,5
+2Br* (£)8. (£)825

015 = B2

. 1

025 =

T (m[r (] +J + Js)’
{ [2mr‘ ®) ( - 2mr* (t)9: )
—mgr*® cos(0%()) + u* (t))]

[ 2méL (£)7* (£) + mg cos(85(t))
- m[r )2+ J+ JB ] }rl“’

2mr*(£)05(t)
T mir )P +J + Js |
[ mgr* (¢)sin(65(¢)) ]|
| m[r*(®)]* +J + Js |
_ 2mrt () (¢) ] P)
@O + T+ 75| °
3 ) E
| m[r(@®)]> +J + Js |

72,6

b

1,8

us

)

En prenant en compte les identifications évidentes, le
systéme linéaire est de la forme, £5 = A(t)zs + b(t)us,
avec,

0 1 0 0
5 _ a1 (t) 0 a23 (t) Qa4 (t)
LS 0 0 0 1| %
aq1(t) aa2(t) aas(t) as4(t) ]

0 [ 71,5
0 _ | ros
+ 0 us, T§= 9"5
b4(t) | 02'&

Pour les trajectoires n’incluant pas l'origine des coor-
données, le systéme linéaire fonction du temps (5) est
trouvé pour étre uniformément commandé d’apres le
critére du rang établi par Silverman et Meadows [20].
Le critére du rang est testé sur la matrice de command-
abilité:
c=[bt), (A-&p@), -, (A- 2P ]

Nous proposons, d’aprés [14], une commande & retour
d’état fonction du temps linéaire et incrémentale, pour
la stabilisation du systéme linéarisé, qui est de la forme:

ug = —ky (t)r1,6 — ka(t)ra,s — ks(8)01,6 — ka(t)02,8



avec des gains variables dans le temps,
{k1(), k2(t), ks(t), ka(t)}, choisis de telle sorte que
le polynéme caractéristique instantané de la ma-
trice du systéme en boucle fermée, calculé avec:
p(X) = det[A — A(t) + b(t)kT], montre des coefficents
constant coincidant avec ceux du polynéme de Hurwitz
de la forme, p(A) = X + 4 A% + 1,07 + 1) + 7y,
dont les racines sont situées assez lointainement dans le
plan gauche complexe. Cette precédure, utilisée dans
[14],dans le contexte de la conception de I'observateur
linéaire et fonction du temps de Luenberger, est valide -
et on sait qu’elle garantit una stabilité exponentielle du
systéme en boucle fermée linéarisé- grice au fait que les
coefficients des matrices du systéme en boucle ouverte
linéarisé, A(t), b(t), appartiennent & un corp de Hardy.
Les gains fonction du temps sont calculés par:

k(t) = ! You {ng(azs — a2474)

(a5 — an a3,
+az3(az1vs + 7 + aaa23)
—az1a24(aq1824 + ’72)}

1

ka(t) (a3s — az1a3,)ba

{023(02174 + 623042 + 72)

—az1a24(a + aq2a24 + 73) — '71‘124}

1
) bs { Q@23 [!121 (@23 - 024’)’4)

ka(®) (a33 —an agA

—G247Y, + (843 + '73)”23]

+a34(7, - 043021)}

a44 + 74
by

k4(t)

La commande par bouclage du systéme non-linéaire est
donc synthétisé par:

r=7"(t) +us = r°(t) - kT (t)(z - =*(t))

La figure 4 montre les performances de la commande par
bouclage proposée, basée sur une linéarisation approchée
autour de la trajectoire construite hors-ligne. Les pdles
constants de la boucle fermée ont tous étés imposés pour
avoir la valeur réelle -2. Comme on peut le voir, la loi
de commande proposée posséde de bonnes performances
méme si les écarts initiaux signifiants sont autorisés pour
les positions de la balle et de la poutre & partir de la valeur
initiale nominale de I’équilibre instable de la trajectoire
désirée.

II.5 Une commande par bouclage de sortie

Pour les trajectoires n’incluant pas 'origine des coor-
données, le systéme linéarisé (5) avec une variable de
sortie incrémentale y; = r5 = czs = [1,0,0,0]zs, est
trouvé pour é&tre uniformément observable, d’aprés le

critere du rang établi par Silverman et Meadows [20],
guidé par la matrice d’observabilité:

T
0= [, (4 - ). (A - T

Un type d’observateur d’état de Luenberger est donné
par:
d

258 = A©)%s + b(t)us + H(t)(ys - 9s)

avec §5 = f15 et H(t) vecteur colonne, avec ses com-
posantes A (t), ..., ha(t) constituées de gains variables
dans le temps. De tels observateurs peuvent donc étre
calculés tant que le polynome g(\) = det[A] — A(t) +
H(t)c] a des coefficients constants coincidants avec ceux
du polynfome de Hurwitz de la forme: g(A) = A* +
B3 + B3)0% + By) + B,. Puisque, les coefficients de
la matrice A(t) et , évidemment, ceux de c, appartien-
nent 3 ’ensemble de Hardy, ’observateur proposé garan-
tit une estimation asymptotique exponentielle de I'état
du systéme incrémental (5).

Les gains de 'observateur peuvent étre calculés par:

hi(t) = By+aa
ha(t) = (B4+ aa4)a4a + B3 + aq3 + ag2a24 + a1
m3Q23 — G24M4
h3 (t) = 2
a2; + az4(023044 — a24043)
mM4aa3 + M3(a23044 — G24a43)
ha (t) 2
a3 + a24(623044 — a24043)
avec
m3(t) = PBi+ 642823 — 621644 + G41024 + (B + agq) X
(@43 + G42G24) + Ga4 [(ﬂ.a + aq4)aaq + By
+a43 + a42024 + 021]
ma(t) = By — 621843 + Ga1023 + (B4 + G44)a42023

+a43[(B4 + 644)as4 + B3 + @43 + 642824 + a21]

Le vecteur d’état estimé, £, est alors utilisé dans la loi
du retour d’état dérivée dans le paragraphe précédant

r=1*(t) - kT (t)&s

Les figures 5 et 6 montre les résultats des simulations

du systéme non-linéaire en boucle fermée commandé par

retour sur la sortie et sujet & des écarts initiaux signifiants

par rapport & la trajectoire nominale proposée et 3 des

erreurs d’estimation initiales raisonnable.

II1 Stabilisation du systéme & non minimum de
phase non linéarisable

On considére le systéme non-linéaire de fonctions affines

et lisses suivant, déja considéré dans Hirshorn [15],

2

£ = z3 -T2
i’z = 3
i‘g = u (6)



Soient f et g représentant les ensembles vectoriels

22—z, 0
0 1

On montre facilement que le systéme n’est pas ex-
actement linéarisable par retour d’état statigue. D’ou,
d’aprés les résultats de Charlet et al [7], le systéme
n’est pas linéarisable par retour d’état dynamique non
plus. La raison est la suivante: méme si les ensem-
bles vectoriels définis par {g, ad,g,a.d?g} sont globale-
ment linéairement indépendants, la distribution générée
par {g,adsg} n’est pas involuti[ve. Les conditions bien
connues pour la linéarisation par bouclage ne fonction-
nent pas (voir Isidori [16]). Le systéme est donc non
différentiellement plat (voir Fliess et al, [12],[13], pour
les définitions et les résultats de base) et il montre un
défaut caractérisé par la variable z,. Le plus grand
sous-systéme linéarisable est clairement celui spécifié par
les variables (z,,23) ) avec la sortie platte donnée par
F = z,. Notez que le changement inversible global des
coordonnées d’état z; = 11, 22 = 23 — T3, 23 = T3 révéle
facilement que la variable défaut, z,, est une sortie & non
minimum de phase.

II1.1 Schéma de formulation de probléme et de
conception de commande

On désire stabiliser asymptotiquement la variable de
défaut, z;, vers 0 en la forant A suivre une trajectoire
donnée adéquate, z}(t), qui atteint 'objectif de stabili-
sation désiré en un temps fini.

Le probléme fondamental est de spécifier une trajectoire
de référence convenable F*(t) correspondante pour la
sortie du sous-systéme plat F = z,. Notez que de la
premigre équation de (6), la relation entre z}(t) et F*(t)
conduit 3 ’équation différentielle non-linéaire implicite
suivante:

(F*)? = F* + (1) (7)

dont les solutions de devraient pas exister pour certaines
références z7(t) et quand elles existent, elles devraient
étre instables. Par exemple pour zj(t) identiquement
nul, et F(tp) > 0, (7) montre deux solutions instables
possibles F*(t) = [/F(to) + (1/2)(t — to)]* et F*(t) =
[VF(to) — (1/2)(t —t)]*.
On suppose pour le moment qu’une trajectoire de
référence faisable, F*(t), peut étre calculée pour la vari-
able x5, sur la base d’une trajectoire nominale donnée,
z}(t), pour la variable de défaut z,. Il vient alors qu’un
état nominal et des trajectoires de référence d’entrée
nominales peuvent étre facilement calculés grce au car-
actere partiel plat du systéme. En effet,

o1 =zi(t), = =zi(t) = F*(t), =3 =z3(t) = F* (1),
u=u*(t) = F*(t)

La linéarisation approchée du systéme non-linéaire (6),
autour de 1'état nominal calculé et des trajectoires

d’entrée, est donnée par,

d 1 0 —1 2(F*(t)? T1s 0
- %2 = 0 0 1 T + 0 us (8)
itz 0 o 0 T3 1

avec z;5 = 2; — z}(t), i =1,2,3 et us =u—u*(t).

Le systeme (8) est trouvé pour étre uniformément com-
mandé pour ces trajectoires satisfaisant partout les re-
strictions, F*(£) # —1/2. Ce fait est facilement établi
en considérant le test de rang de commandabilité, d a
Silverman et Meadows [20],

d d.,
o= 5.4 - 40 - )]
0 2F*(t) —1-—2F(t)
=0 1 0
1 0 0
Il est clair que, aussi longtemps que F*(t) est donnée
par une trajectoire du temps polynomiale, alors les co-
efficients du systéme fonction du temps non-linéaire (8)
appartiennent 3 un corp de Hardy. Une procédure de
conception de commande par bouclage systématique, ex-

pliquée dans les paragraphes suivants, peut &tre alors
utilisée pour la stabilisation du systéme non-linéaire.

Le commande par retour d’état , fonction du temps,
linéaire et incrémentale,

us = —ki(t)z16 — ka(t)z2s — ka(£)(t)
a1Tis — (ag - 201F‘ (t))$25 — Q334§ (9)

place les valeurs propres instantanées du systéme
linéarisé (8) en des endroits constants du plan complexe,
donnés par les racines du polynome,

p(A) =2 +az ? + o) + oy

Evidemment , les coefficients du polynéme p()) sont
choisis de telle sorte qu’il soit un polynéme de Hur-
witz avec des racines suffisament éloignées dans la par-
tie gauche du plan complexe. Ainsi, pour une large
classe de trajectoires de référence, respectant la condition
F*(t) # —1/2, la commande par bouclage proposée (9)
garantit la stabilité asymptotique globale vers 0 pour les
variables d’état incrémentales, z5. Comme conséquence,
la commande fonction du temps

u = u'(t) +arzis — (az — 201 F* (8))T2s — aszas

F(t) + ai(z1 — 21 (1))

— (a3 — 201 F* (t))(za — F*(t)) — as(zs — F*(2))
localement asymptotique stabilise le systéme non-linéaire
donné (6) vers la trajectoire d’état désirée, en atteignant
I’équilibre stable désiré.

1I1.2 Génération hors-ligne d’une trajectoire de
référence de sortie platte

Un schéma pour générer un trajectoire de référence
z3(t) = F*(t) qui satisfait approximativement la relation



actuelle (7) entre la sortie platte z2 et la sortie platte
z;, peut étre obtenu en regardant la premiére équation
différentielle, nommée: % = 23 —zy = (42)? — 72,
comme 'équation d’opérateur différentiel non-linéaire
(non borné) suivant, en prenant pour n’importe quelle
fonction lisse z; = 27 (t), dans I’espace des fonctions rélles
lisses, défini sur la recte reale R,par

3 = T(z2) = (&2)” — 1 (1) (10)

Les solutions approchées candidates aux équations de
l’opérateur, telle que (10), peuvent &tre obtenues, sous
restrictions de teneur de fréquence convenable, en
discrétisant 1’équation de 'opérateur en processus itératif
fonctionnel séquentiel de la forme:

Zoks1(t) = T(zax(t)) = (224) —21(8)  (11)

Le processus itératif débute par une approximation ini-
tiale résonnable 2 o(t).

En prenant comme premitre approximation:zzq =
constant, on obtient, de (11), la séquence suivante
d’approche des candidats de référence pour la variable
platte z; en fonction de zj (t),

T20 = constant

r31 = =—%}(t)

Zoo = (—-"f;(t))2 —&7(t)

2y = 25000 50| -5

(12)

Schémas de calcul itératif fonctionnel hors-ligne, sem-
blables & (12), a été utilisé avec succes pour des aspects
de construction de trajectoires de probleme de suivi de
trajectoire de sortie & non minimum de phase, comme
ceux recontrés dans les schémas de conversion de puis-
sance DC/AC utilisant des circuits traditionnels de con-
vertisseurs de puissance DC/DC (voir Sira-Ramirez [21]).
11 a éte montré que le méme type de calculs fournissait
des trajectoires de référence efficaces pour les systémes
non-linéarisables par feedback, et non affines, tel que “le
pendule de longueur variable” (voir [22]) et aussi pour des
systémes non-linéaires, & non minimum de phase multi-
variables tel que le systéme PVTOL (voir [23]).!

Les itérations fonctionnelles pour résoudre les équations
de l'opérateur, définies sur les espaces de Banach,
ont été sujets & des travaux soutenus réalisés par des
mathématiciens, en commencant par les travaux de Li-
ouville vers 1836. La méthode a été brillament for-
malisée par Banach dans [2] et, plus tard, intensément
utilisée les solutions d’équations intégrales par Chaplygin
[6]. L’extension se rapportant aux opérateurs non bornés

Inotes qu'en choisi une traj ire de référence variant suffisa-
ment lentement, 23 (t), les itérations peuvent dtre rendu effectivement
“contractive”, dans le sens ot la distance entre les sorties produites est
rendue uniformé t, et t, décroi t

est due & Baluev [1]. Des références d’introduction as-
sez complétes sont rassemblées dans le livre de Kurpel
[18] et de Den Heiger [11]. Des développements plus
récents dans ce domaine peuvent &tre trouvés dans les
travaux de Chen et al [10]. Notez que si I'on prend
F*(t) = 2,1 (t) = —£}(t) comme trajectoire de référence
pour zz, les variables d’état nominales et les trajectoires
d’entrée nominales sont données par,

(21,22, 23, u) + (21 (t),— 5} (2), — %1 (£), — (71 (£))®)
(13)

on peut facilement voir que la trajectoire du systéme
adoptée (13) est une trajectoire de référence nominale
naturelle pour le systéme commandable linéaire suivant,

:&1 = —Z2
iz = Z3
i‘3 = u (14)

qui peut &tre vu comme une approximation platte du
premier ordre, autour de l’origine, du systéme original
(6). Notez que les systemes (6) et (14) ont la méme
linéarisation (jacobienne) commandable, donnée par (8),
autour de n’importe quel point d’équilibre de la forme
(z1 = constant,z2 = 0,23 = 0). Il en suit que, en util-
isant un schéma de linéarisation approché, une trajectoire
nominale de la forme (13) , préscrit par (14), peut étre
aussi suivi par le systéme non-linéaire (6). Evidemment,
la trajectoire désirée, z}(t), peut étre prescrite comme
7y lisse, d’une valeur initiale arbritaire constante z;y;,
vers la valeur finale désiré zéro, en un temps fini, 4 con-
dition que la condition z}(t) # 1/2 soit stipuleusement
respectée.

Si Pon utilise ’approximation
F* () = 222() = (£(6)” - 41 (8),
la trajectoire de référence
(z1,22,23,u) +
(s100), (-510)* - 51(0), 281021V ) — £ 0),
@i ®)* + ()21 O )] - 210 @)

constitue une trajectoire de référence nominale naturelle
pour le systéme différentillement plat, implicite,

(—51)2 —& = Z2
ig = I3
i‘a = u

qui n’est pas triviallement déductible du systéme original
(6).

II1.3 Résultats des simulations

II1.3.1 Etat nominal hors-ligne et conception de
la trajectoire de référence d’entrée:

La trajectoire de référence, z}(t), pour la variable de
défaut, zy, & été choisie pour étre une spline polynomiale,



ou polyndéme de Bézier, en interpolant entre une valeur
initiale constante z;,:, supposée étre valide durant un in-
tervalle initial [¢t;,T] et une valeur finale désirée de zéro.
La transition est atteinte d’une maniére “lisse” durant un
intervalle de temps fini donné par [t;,T]. La trajectoire
désirée est alors,

Zinit for t € [to, t;]
s
) zinit{l - (’;:t;l) [7‘1 —r2 (;;_e,’;) +eee
zi(t) = F
—rg (}j") ]} for ¢t € [t1,T)
0 for t > T

avec
ry =252, r, =1050, r3 = 1800, ry =1575,

rs = 700, r¢ = 126

On pose t; = 4 e¢ T = 12 pour garantir une pe-
tite valeur de F™(t), et pour rendre aussi cette fonc-
tion uniformément bornée loin de la valeur singuliere
F*(t) = —1/2.

La trajectoire de référence pour la sortie du sous-
systéme plat z, a été premitrement choisie pour
&re D’approximation étiquetée, z2,1(t), générée par
I'algorithme de calcul itératif précédent. Les trajec-
toires de référence pour les variables, z3 et u, corre-
spondant A la premiére approximation, ont été respec-
tivement identifées comme z3; et u;(¢). Ces dernitres
ont été posées comme: z3,(t) = £32.1(t) = —23(t). On
a aussi utiliser la seconde trajectoire de référence candi-
date z; (), obtenue de la méme procédure décrite plus
haut. Dans le second cas, nous posons, F*(t) = z3,3(t) =
(&1(8))? ~ #3(t). Ce choix produit les trajectoires de
référence suivantes pour la variable z; et pour la com-
mande u, identifiées maintenant, respectivement, comme
23,2 et ug,

z3(t)
u*(t)

z32(t) = F*(t) = 281 (6)21 (1) - ()
w0 =2[(00) +# 00|

- (=90)

La figure 7 montre les trajectoires nominales calculées
hors-ligne, pour I’état et les variables d’entrée du
gystéme, correspondant, respectivement, a la premiére
et A la seconde trajectoire de référence candidate,z;,; (t),
Z4,3(t), pour la sortie du sous-systéme plat z3.

II1.4 Spécification de la commande et perfor-
mance en boucle fermée

Les poles constants du systtme en boucle fermée fonc-
tion du temps ont été choisis pour étre les racines du
polynéme de Hurwitz,

Il

p(A) = (A +2wad+wl)(A+a)
= X+ (a +26wn)A? +wn(20€ +wn)A + aw]

avec wy, =13, =07et a =2.2.
Pour illustrer la procédure de conception de la commande
proposée, nous avons pris comme signal de référence pour
la sortie du sous-systéme plat z, le signal z2 2(t). On re-
marque que les réponses en boucle fermée obtenues pour
la trajectoire de référence 31 (t), et les références corre-
spondant A 3, et u), possédent des propriétés de suivi
identiques.
La figure 8 montre les réponses en boucle fermée des trois
variables d’état ainsi que I’entrée de commande comparée
avec I'état de référence et les trajectoires d’entrée. Les
é&tats initiaux du systéme non-linéaire ont éte choisis pour
atre z, (0) = 0.4, z; = —0.1 and z3(0) = 0.1. La figure 9
montre les erreurs de suivi d’état e;(t) = z1 .—z; (),
e; = z9 —F*(t) = 23 — Ig'z(t), e3 = T3 — F‘(t) =
Z3 — %2,(t). Les simulations démontrent clairement les
caractéristsiques de suivi satisfaisantes de la commande
par retour d’état fonction du temps proposée.
IV Un Modéle d’Atterrissage pour un Vaisseau
Commandé Verticalement

IV.1 Un systéme non différentiellement plat

On considére le modele non-linéaire décrivant le mou-
vement et le comportement de la masse, d'un véhicule
en mouvement commandé en essayant un atterrissage
régulé verticalement sur une surface d'une planéte dont
I’accélération gravitationnelle g est constante et la
résistance atmosphérique négligeable (voir [19], [3] et [24].
Voir aussi la discussion intéressante apparaissant dans le
paragraphe écrit par Cellier et al dans le “CRC Control
Handbook” [5]).

ix = 22
z oa u
2 = -
g 3
i3 = —ou (15)

ol z; est la position en hauteur sur l'axe vertical, ori-
enté positivement vers le bas (c’est & dire z; < 0 pour
Paltitude actuelle), z» est la vitesse de descente et z3
représente la masse combinée du véhicule et le carbu-
rant résiduel (voir Figure 10). La commande d’entrée est
représentée par le taux commandé d’éjection par unité de
temps, notée u. Le paramedtre o est la vitesse d’éjection
relative. La constante  est un parametre positif tel que
le produit oa soit le déplacement maximum du moteur en
freinage. Les valeurs de la commande u sont restreintes &
Pintervalle [0, 1]. Ceci signifie que le vaisseau ne peut pas

‘accélérer vers la surface de la plantte et que 'accélération

descendante maximale est représentée par la condition de
chute libre u = 0.

1l est assez facile de montrer que le systéme au dessus
n’est pas linéarisable par retour d’état statique et donc,
d’aprés les résultats de Charlet et al, [7], qu'il n’est
pas non plus linéarisable par retour d’état dynamique.
Comme résultat, le systéme n’est pas différentiellement
plat [12],[13]. Par exemple, considérons la transforma-
tion de coordonnées d’état inversible localement suivante,



valide loin de la ligne de singularité z; = 0,

= =z
n = m xl zl
— 2 = 22
22 = 22 H 22— 23
z3 = z9—alnzg I3 = exp —)
a

(16)

Le systéme transformé montre clairement une coor-
donnée non commandable donnée par z3,

s = z

5 23 — 23

Z2 = g—oaexp u
a

is = 9

IV.2 Le vaisseau en atterrissage lent comme
systéme Liouvillien
Le systeme (15) posséde donc un défaut. En fait, le
plus grand sous-systéme linéarisable est représenté par la
variable x3. La sortie linéarisant de cette sous-systéme
est donc donné par la variable de coordonnée de masse
z3, notée F. La variable d’altitude z;, que nous notons
W peut étre représentée par la intégrale d’une fonction
différentielle de la sortie platte F. On a le parametrisa-
tion différentielle-integrale suivant,
z3=F; uz—E; W:g+a£; =W, z,=W
o F
(17)

Le systéme est Liouvillien (voir les articles par Chelouah,
{8], et par Chelouah et Petitot, [9], pour des définitions) &
partir du moment que la sortie non platte W est express-
ible en fonction d’intégrales d’une fonction différentielle
de F. Plus précisément une fonction implicant F et F.
Notez cependant que dans ce cas particulier, la variable
platte F peut étre aussi obtenue par des intégrations
élémentaires de functions de la variable non platte W,
et ses derivées,

p=-1 W) F

==z (o-w)

IV.3 Analyse de la paramétrisation différentielle-
intégrale
La paramétrisation intégro-différentielle précédente (17)
contient des informations utiles en ce qui concerne les
relations entre les valeurs d’équilibre statique possible
de certaines variables et contient aussi les propriétés des
variables du systéme.
Par exemple, si W = W est une constante différente de
zéro donnée, ce qui est le cas en condition de vol au-
dessus du sol, alors W = W = 0, et de (17), la variable
F est asymptotiquement et exponentiellement stable vers
zéro avec la valeur propre —g/a < 0. Ceci signifie que
le vaisseau consomme toute la masse de carburant (et
sa propre masse “morte” aussil), pour garder la condi-
tion d’équilibre constante de la variable d’altitude W.
Le systéme ne montre pas un point d’équilibre significa-
tiv physique pour la variable platte F' , quand la sortie

non platte W est maintenue constante avec la vitesse de
descente identiquement nulle.

Une condition de chute libre est donnée par W = g.
Ceci implique que F =0, c’est & dire que la masse du
vaigseau reste constante, et que la commande d’entrée
u = 0, comme lue dans (17). D’un autre c6té, notez
que 'accélération gravitationnelle g est nécéssairement
plus grande que W lors de la descente commandée.
Autrement, la masse du vaisseau augmente ce qui est
physiquement impossible. Pour des descentes com-
mandées continuellement (u(t) # 0 sur n”importe quel
intervale de temps), I'une d’elles devrait méme assurer
que la quantité — (g —W(t)) /a est bornée loin de zéro
et qu'elle est plus petite que la constante strictement
négative —pu. Comme résultat, Pévolutiom de la vari-
able masse, F(t), est strictement décroissante, et de plus,
d’apreés les résultats de la théorie des syteémes linéaires
(voir Callier et Desoer [4], chap. 7), elle est exponentielle-
ment et asymptotiquement stable vers zéro. Notez cepen-
dant physiquement parlant, bien avant que F(t) soit
proche de zero, la masse du carburant a été complétement
consommée et que la masse du vaisseau est devenue
constante. Ainsi, F(f) a une limite inférieure physique
représentée par la “masse morte” du vaisseau.

IV.4 Conception de trajectoire et commande en
boucle ouverte

On s’assure que le vaisseau est initialement situé a une
certaine hauteur de vol, W(t), lors de la manoeuvre
d’exploration du site d’atterrissage. Notre probléme de
commande consiste & réaliser une descente commandée
qui amdne lentement le vaisseau d’une hauteur initiale
W (ty) = Wy A une hauteur finale petite W(T') = Wr <
0, en un temps fini T — #;. La commande d’entrée ne
devrait pas saturer en ses valeurs extrémes 0 ou 1, & par-
tir du moment que soit la chute libre, soit une ascention
indésirable ne déplace le vaisseau d’équilibre cible. On
g’assure que la masse du vaisseau est connue & l'instant
to et est donnée par F(tp) = Fop.

Nous proposons une trajectoire construite convenable
pour la sortie non platte W, que nous notons W*(t), et
satisfaisant les conditions initiales et finales, W*(to) =
Wo et W*(T) = Wy , ainsi que nous supposition
précédante, —(g — W*(t))/a < —p. Ceci devrait étre
réaliser en spécifiant une fonction polynomiale spline con-
venable, suffisament “lisse”, %(t,%,T), satisfaisant les
conditions

Il
=}

di
¥(to, to, T) ; d—u'd)(t’ to, T)le=to
7 =1,2,.. finite
d
Y(T,t,T) = 1 ; ﬁlﬁ(t, to, T)le=r
i =1,2,..finite

(M#) < —p Vt€[to,T]
(18)



La trajectoire construite (18) impose un nambre fini de
dérivées par rapport au temps initiales et finales pour
le “polyndme spline” préscrit 9 (¢,%o, T). Ces conditions
garantissent un départ suffisament lisse de 1’équilibre en
vol initial et une arrivée suffisament lisse & la position
finale de vol. La trajectoire construite requise serait alors
donnée par,

W*(t) = Fy + ¢(t, o, T) (Wr — Wo) (19)

La trajectoire construite (19) est utilisée dans la
résolution de ’équation différetielle ordinaire linéaire et
fonction du temps suivante pour la trajectoire de la masse
platte F*(t)

FO=-2(3-W0)F'®) ; Ft)=F (0)

La solution de (20) est ensuite utilisée pour le calcul hors-
ligne de I'entrée de commande (en boucle ouverte) idéale
u*(t) en parvenant au transfert vers l’altitude désirée sous
des conditions idéales. La commande en boucle ouverte,
d’aprés (17), est donnée par

w@)=—(s-WO)Fe e

IV.5 Une commande par bouclage basée sur une
linéarisation approchée

La commande en boucle ouverte {21) ne peut étre
évidemment utilisée seule dans la manoeuvre de descente
actuelle, ceci étant due 4 son manque de robustesse re-
spectivement par rapport aux perturbations initiales et
on-line. L’idée traditionnelle de solution est alors de com-
penser les petits écarts autour des trajectoires idéales
F*(t), W*(t). Ceci est accompli sur la base d’un calcul
par bouclage (fonction du temps) linéaire 3 partir d’'un
modele approché linéarisé.

On définit 2,5 = 2, — W*(t), 225 = 2, — W*(t). L'entrée
de commande incrémentale est défini par la relation u =
u*(t) + us.

Une linéarisation jacobienne du systéme (15) autour des
trajectoires construites, est donnée par

15 = Z

. _ g—W‘(t) ca

e ( F<(t) )"“‘(F*(e))“"

i35 = —ouj (22)

Une commande par bouclage fonction du temps linéaire
convenable pour le systéme linéarisé (22) serait donné
par

F*(t) [ (g— W (@)

us = o 0] )235 + 2(wnxa2s

+wlzys + Azu]

01 ¢, wp et A sont des constantes construites positives
représentant les coefficients damping et la fréquence na-
turelle des dynamiques linéarisées en boucle fermée des
variables d’altitude et de vitesse. Le systéme en boucle
fermée est donné par

Le systéme a boucle fermée est doné par

215 = T

$25 = —2(WnTas — wWiT1s — AT3s

, 1 . .

Z3s = - E (AF (t) + g - W‘ (t)) I3

= I:F;(t)] (28wnt2s +Wiz1s)  (23)

Les variables incrémentales x4 et Z;s sont les variables
d’état du systéme linéaire fonction du temps avec les
valeurs propres placées 3 volonté dans la partie ouverte
gauche du plan complexe. Ce systéme est exité par la
variable d’état z35, que ’on peut démontrer comme étant
un signal £;, qui converge vers zéro. Ceci implique que
215 et z25 sont asymptotiquement stable vers zéro. Pour
montrer que z3s est un signal £, nous avons procédé
comme suit. D’aprés ’hypothése —(g — W*(t))/a < —p,
et le fait que A soit une constante positive, il en suit
que la quantité —(A\F*(t) + g — W*(t))/a est aussi re-
strictivement plus petite que —u < 0, pour tout ¢ . A
partir du moment que la quantité F*(t) est exponen-
tiellement stable vers zéro, le second summand de la
dernire équation (23) représente un signal d’entrée forcé
qui décroit vers zéro lorsque ¢ — co. D’aprés la théorie
des systemes linéaires (voir [4]), la variable incrémentale
235 est un signal £; qui est aussi asymptotiquement sta-
ble vers zéro. Donc , en fait, le systéme linéaire décrivant
le sous-systéme plat linéarisé (z15, 225) est exité par un
signal L2 qui décroit vers zéro. Le systéme en boucle
fermée linéarisé (23) est donc asymptotiquement stable
vers zéro pour n’importe quelles valeurs données des con-
ditions initiales incrémentales.

La commande par bouclage proposée est donnée par
. —We(t .
u = ) +u) = (”,—a”) (F*(0) +23)

F*(t
+ % [2¢wnz3s + W1 + Azas] (24)

IV.8 Résultats des simultions

Des simulations ont été réalisées pour tester 'etncacité
et la robustesse du schéma de régulation par bouclage
proposé (24).

Nous avons préscrit la trajectoire construite W*(t), pour
la sortie non platte z;, par le spline polynomial suivant,

W‘(t) = WO + 'p(tv tO)T)(WT - WO)

avec

seon) = (222) [n-n (32)+




t—to\? t—to\* t—to\°
r"(T—to) +r5(T—to) T \T 4

ry =252 ; ry = 1050 ; r3 =1800; r4 =1575

et

rs =700 ; rg =126

La hauteur de vol de surveillance initiale a été posée
Wo = —7T00 et Péquilibre de vol final Wr = —1. La
trajectoire préscrite W*(t) a ses premiéres dérivées qua-
trieme égales 3 zéro au temps initial, ¢ = o, et ses
premitres dérivées cinquiéme égales & zéro au temps fi-
nal, t = T. Ceci garantit une manoeuvre d'atterrissage
avec des carctéristiques de départ et d’arrivée suffisament
lisses. La masse initiale a été posée & Fo = 1500 Kg. Les
paramétres définissant le modéle du systéme ont été mis
A

g=50Kg/s ; a=200m/s ; g=163 m/s’

La figure 11 montre les résultats des calculs hors-ligne
représentés par la solution de I’équation différentielle (20)
pour la variable masse platte F*(t), et le calcul de la
commande en boucle ouverte. La trajectoire de sortie
non platte idéale W*(t), avec la trajectoire de la masse
nominale calculée, F*(t), permettent & tour de rdle le
calcul de la commande en boucle ouverte idéale & partir
de ’expression (21). L’évolution dans le temps de ces
variables de manoeuvre de descente idéale est montré sur
la Figure 11, ainsi que la vitesse verticale idéale, W* (),
correspondante et 'accélération idéale verticale W*(t).

Les paramétres de commandes ont été posés de facon a
obtenir des valeurs propres en boucle fermée réelles pour
le systéme commandé

(=1; wpa,=04; X=08

La figure 12 représente les performances de la loi de com-
mande par bouclage (24) quand des erreurs initiales sig-
nifiantes sur ’altitude en vol de surveillance initiale sont
inclues. Comme il est montré lors des simulations, la
commande reussit 3 mettre la position du vaisseau et la
vitesse de descente aux valeurs préscrites de la manoeu-
vre d’atterrissage construite.
V Conclusions

Dans cette article, nous avons fourni un état aussi bien
que des schémas de régulation par bouclage de la sortie
pour le systéme de la balle te de la poutre, qui sont basés
sur la construction d’une trajectoire et d'une linéarisation
approchée autour de la trajectoire nominale préscrite,
calculée & partir d’une approximation platte différentielle
des dynamiques du syst®me non-linéaire. Les concep-
tions de Pobservateur et de la commande pour le systéme
linéarisé fonction du temps en résultant, sont construits
pour placer les poles du systéme en boucle fermé et des
dynamiques d’erreurs d’estimation en des valeurs con-
stantes du plan complexe suffisament éloignées de 1'axe

imaginaire. Les techniques de conception du régulateur
et de I'observateur peuvent &tre utilisées grce au fait que
les coefficients des matrices du systéme en boucle ouverte
appartiennent & ’ensemble de Hardy. La méthode pro-
posée peut étre aussi étendue pour considérer des ma-
noeuvres plus difficiles incluant des problémes de suivi
de trajectoire. Elle peut &tre aussi partiellement utilisée
dans des schémas de commande hybride, et adaptée
pour éviter des singularités implicites dans une manoeu-
vre de transfert qui inclue de passer par, ou de rester
sur Dorigine des coordonnées de position du systeme.
Nous avons aussi montré que la sortie 4 non minimum
de phase pour un certain systéme plat non différentiel,
fréquemment, utilisé dans la littérature comme exemple
de systéme linéaire affine pénible, peut &re efficacement
stabilisé localement par une combinaison d’une construc-
tion de trajectoire hors-ligne et un schéma de commande
par bouclage linéaire fonction du temps. La commande
par feedback est construite sur la base d’une linéarisation
approchée autour des trajectoires d’entrée et de I'état
de référence calculés, suivie d’un placement des pdles
fixes de la boucle fermée, réalisé par bouclage d’état
incrémental fonction du temps. Les aspects de la con-
struction de la trajectoire hors-ligne reposent sur une
procédure itérative fonctionnelle qui demande simple-
ment une ou deux itérations pour obtenir une trajec-
toire de référence raisonnable, pour les variables d’entrée
et de sorties du sous-systéme plat, sur la base de la
variable & non minimum de phase de la trajectoire de
référence désirée. Les performances satisfaisante de la
commande par bouclage proposée ont été estimées via
des simulations sur ordinateur. Il a été montré que
la commande supportait des écarts d’état initiaux rel-
ativement importants par rapport 3 la trajectoire de
référence nominale, imposée, calculée hors-ligne. Une ap-
proche de conception de trajectoire a été proposée pour la
régulation par bouclage d'une manoeuvre d’atterrissage
douce d’un systéme vaisseau spatial commandé verticale-
ment, non différentiellement plat et & non minimum de
phase. L’approche est possible grice au caractére Liou-
villien du modéle commandé. Cette caractéristique per-
met un calcul hors-ligne de tous les signaux pertinents
nécessaires au schéma de commande de conception de
trajectoire. Les calculs hors-ligne incluent le calcul de
P’évolution de la variable non platte qui est en correspon-
dance avec la trajectoire de sortie platte donnée. Ceci
nécessite la solution d’une équation différentielle fonction
du temps linéaire avec une donnée initiale appropriée.
Les calculs hors-ligne incluent aussi ce calcul du signal
d’entrée de commande en boucle ouverte en fonction de
la trajectoire A sortie platte construite et de la trajectoire
a variable non platte calculée, représentée par l'altitude
du vaisseau. La commande en boucle ouverte permettrait
une descente lisse, sous des conditions de vol idéales, non
perturbées, et des initialisations exactes. La commande
par bouclage proposée utilise un signal de commande en
boucle ouverte calculé hors-ligne complémenté avec une
commande par retour basée sur linéarisation produisant



les manoeuvres de correction nécessaires on-ligne. Il a
été montré que la loi de commande incrémentale, qui
est juste une commande par bouclage proportionnelle
dérivative avec des termes de compensation fonction du
temps, stabilisait asymptotiquement le modéle linéarisé
résultant décrivant les écarts de la trajectoire de descente
idéale calculée hors-ligne. Les performances de cette
commande ont été testées avec satisfaction en utilisant
des simulations digitales sur ordinateur lesquelles inclu-
aient des erreurs initiales signifiantes respectivement aux
valeurs initiales de la trajectoire construite.
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Figure 1: Systéme de la Balle et de la Poutre.
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Figure 2: Construction de la trajectoire hors-ligne.
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Figure 3: Construction de la trajectoire hors-line ap-
prochée et magnitude de la force centripéde.
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Figure 4: Performances en boucle fermée de la commande
par bouclage basée sur une linéarisation approchée.
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Figure 5: Performances en boucle fermée de la commande
par bouclage de sortie basée sur une linéarisation ap-
prochée .
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Figure 6: Erreurs de suivi d'état générées par

Pestimateur.
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Figure 7: Trajectoires d’entrée et d’état nominales cal-

culées hors-ligne.
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Figure 8 Réponses commandées par bouclage du

systéme non linéarisable.
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Figure 9: Erreurs de suivi en
toire d’état.
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Figure 10: Vaisseau spatial commandé verticalement.
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Figure 11: Signals de la trajectoire construite en boucle

ouverte.
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Figure 12: Performances en boucle fermée de la com-
mande calculée hors-ligne et basée sur une linéarisation.



