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Resumen. En este artfculo se muestra como la propiedad de platitud diferencial,
que en los sistemas lineales invariantes en el tiempo es equivalente a la controla-
bilidad, puede ser usada ventajosamente en la estabilizacién activa de sistemas de
vibracién mecénica que sean lineales. El sistema propuesto hace uso de una planifi-
cacién de trayectoria fuera de lfnea y un esquema de seguimiento de trayectoria por
realimentaci6n en linea para la evolucién de la salida plana.
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1. INTRODUCCION

El control de vibraciones en sistemas mecénicos ha sido
extensamente tratado en los tltimos tiempos. Algunos
de estos trabajos son los de Tewani et al (1991); Titli
et al (1993); Wang et al (1991); Olgac y Holm (1993a,
1993b), Beard (1994); Herzog (1994); Kim y Wang (1993);
Roukieh (1993); Van de Vorst et al (1995); Rohman y
Al-Sanad (1996). Estos sistemas se han utilizado para
solucionar problemas de vibraciones en: mesas de cali-
bracién de instrumentos (Taganiki (1981)), en sistemas
de suspensién de vehiculos {Yue (1989)), en bases para
maquinarias (Vilnay (1984)), en control de estructuras
flexibles (Pan (1991)) y muchas otras.

Los conceptos de platitud diferencial fueron introduci-

dos por el Prof. M. Fliess y sus colaboradores (Fliess
et al(1992)). Se ha demostrado que esta propiedad es-
tructural es completamente equivalente a la controlabil-
idad en el caso lineal (Fliess (1992)). La identificacin
de una salida plana permite lograr facilmente la estabi-
lizacién o las tareas de seguimiento de trayectoria para
cualquier variable de salida del sistema, incluyendo las
salidas de fase no mfnima (Ver Fliess et 4l(1998)). En
este artfculo se propone un esquema de regulacién por
realimentacién para un sistema de vibracién mecénico el
cual est4 basado en una planificacién de trayectoria que
se realiza fuera de linea y en la platitud diferencial. La
trayectoria de salida plana nominal propuesta consiste
de 1) fase de supresién de la vibraci6n, la cual regula
el movimiento no controlado del sistema hacia un valor



Es facil ver que esta salida pametriza complemente to-
das las variables del sistema. Para esto se calcula las
siguientes derivadas en el tiempo de la salida plana,

f=( —kaMy)z) + Mz — 2z
f=—eclky + ko)z1 — ko Myzs + chaza
f= kz(kl + kz)xl —ckyzo — kgxs

FO® = —Ckl (,;1[4- k2) [kz(kl + ka) + —czkl] z2
1
Cklkg C’kl
-5 z,,—(—+k,) )

De estas relaciones, uno obtiene las variables de estado
como funciones diferenciales de la salida plana.
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La entrada de control es también obtenida como una
funcién de los estados y por lo tanto como una funcién de
las diferentes derivadas en el tiempo de la salida plana.
La variable de control puede ser por tanto calculada por
la siguiente igualdad
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Si una trayectoria nominal f*(t) es conocida para la
salida plana, la cual corresponde con una transferen-
cia razonable de! movimiento no controlado de la salida

plana hacia una posicién de equilibrio deseada, que estd
en completa correspondencia con el valor de equilibrio
deseado, y4, para la salida del sistema y = z;, entonces,
todas las trayectorias de las variables de estado del sis-
tema y la entrada nominal de control requerida son per-
fectamente conocidas.

La parametrizacién diferencial (7) permite estudiar las
relaciones est4ticas para el conjunto de sistemas de equi-
librio constante. Si un valor deseado para la salida y estd
dado por y4 = T; = 0, entonces el valor constante cor-
respondiente de la salida plana es también cero, como
puede obtenerse de la primera ecuacién de (7)haciendo
z, =0y f = J = constante. Similarmente se obtiene
T, = %3 = %4 = G = 0. Ademi4s de lo anterior, la
parametrizacién diferencial estudia la dindmica de los
ceros asociada a cualquiera de las variables de estado.
Por ejemplo, si y = z; se quiere mantener constante a
un valor y = 7, entonces la correspondiente dindmica de
los ceros estd dada por,
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la cual es una dindmica asintética y exponencialmente
estable. El valor de equilibrio de la salida plana f cor-
respondiente con el valor constante de la salida y estd
dado entonces por
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Un planteamiento similar pueder ser hecho acerca de la
dindmica de los ceros asociada con el valor cero de la
variable de estado z;. En este caso, esta dindmica de los
ceros estd dada por

f+=2f=0

la cual claramente indica que f es global y exponencial-
mente estable a cero.

La dindmica de los ceros asociada con un valor con-
stante, %3, de la coordenada de posici6n correspondiente
a la masa M3, es obtenida de (7como
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la cual es una dindmica exponencialmente estable con
equilibrio constante. Un planteamiento similar puede ser
hecho con respecto al valor cero de la velocidad de la
masa M», que es la variable z4.



3. ESTABILIZACION USANDO PLANIFICACION
DE TRAYECTORIA

Suponga que se desea llevar las oscilaciones no contro-
ladas de la masa M; a una posicién de equilibrio, es de-
cir, se desea controlar activamente al sistema mecdnico
por medio de una entrada de control externa u, tal que
en un intervalo de tiempo finito [¢;, £¢]1a coordenada de
posicién z, sea establemente llevada al valor de equilib-
rio cero, con velocidad cero asociada y aceleracién cero.
Para lo anterior, la entrada de control activo realimen-
tado u ser4 asumida cero antes del instante de aplicacién
de la misma ¢, < t;, por lo que el sistema inicialmente
oscilar4 libremente en respuesta a un conjunto arbitrario
y desconocido de condiciones iniciales en el tiempo #p <
t,.

Proponemos una accién de control en dos fases. Primero,
forzar el sistema a seguir una referencia constante de
la salida plana cuyo valor serd f,. El efecto de esta
primera fase es eliminar todas las oscilaciones en el sis-
tema. Cuando el sistema mec4nico ha sido estabilizado
a unos valores de desplazamiento constante y de ve-
locidades cero, el estado es entonces forzado a moverse
suavemente hacia el origen de coordenadas. Esta se-
gunda fase es realizada, forzando la salida plana f a
seguir una adecuada trayectoria la cual lleve a f de
un valor constante f, a cero en el intervalo de tiempo
{ti»tf]. Note, que acorde a (7), si f es forzada a cero, to-
das las variables de estado son llevadas a un equilibrio
en el origen. El correspondiente controlador puede ser
inmediatamente obtenido de la ecuaci6n (8).

Propondremos entonces, la siguiente trayectoria estabi-
lizante para la salida plana f que ha sido escogida en
forma arbitraria,

fo para ¢t < ¢;
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donde 9(t, t;,ty) interpola suavemente entre el valor 0 y

1durante el intervalo de tiempo[t;, ¢7]. Es decir %(t;, i, t7) =

0y 4(ts,t;,ty) = 1. La funcién 1 puede ser especificada
como un polinomio de Bézier. El valor f, es en principio
arbitrario, pero puede ser juiciosamente seleccionado a
ser una fraccién de la maxima amplitud observada de las
oscilaciones incontroladas de la variable f(t), ¢ < ¢;,
antes de que la entrada de control u sea aplicada.

La entrada de control realimentado tiene que forzar a la
salida plana a seguir la trayectoria f*(t), que fue estable-
cida fuera de lfnea, en el intervalo de tiempo [t.,0) D
[ti,t].El control realimentado se especifica sobra la base
de (8)como

u= (k2 My My (Ky + k2)?

{ M’M
+62k1M2(k1 + kz) +62M1k1k2 +kgM12] T
kg)(kl + kz)

— skl(Ml + Mz) - ck-f,Mf] z

M2M [CMlMg(kl

MzM [kleMz(kx + ko)
+cﬂk1k2(M1 + Mg) + kaMlz] z3
[CkleMz + Cakl(Ml + Mz)

2
+ek M7 24 — ”(‘)} (ﬁJIﬁ,’W) (11)

1
M’M

con

o= B0 s (551 - 5a1°0)
—az (- F0) —au (£ - 1)

—ao (f - £*(1)) (12)

con el conjunto de coeficientes, {ag, a1, az, as}, selec-
cionados como un conjunto de coeficientes Hurwitz, que
ponen convenientemente los polos de las dindmicas lin-
eales de error de seguimiento de lazo cerrado.

El seguimiento de la sefial de error ¢4 = f — f*(t),es por
tanto construido para satisfacer la siguientes dindmicas
lineales asintética y exponencialmente estables

() + aselD (8) + aeP(2) + an(t)e)
+ages(t) =0 (13)

en el intervalo de tiempo [£,, 00).

4. RESULTADOS DE LA SIMULACION

Las simulaciones fueron desarrolladas para comprobar el
buen comportamiento del controlador activo propuesto.
Los valores utilizados para los pardmetros del sistema
fueron los siguientes,

M, =0.5[Kg], M, =0.2[Kg], k = 175[N/m],
k; =450[N/m], ¢=16[N/(m/s)]

La trayectoria planificada f*(t) para la salida plana fue
especificada por el siguiente polinomio de Bézier,

00-(24) [ - (=)




con,
r = 252, ro = 1050, r3 = 1800, T4 = 1575,
rs = 700, r¢ = 126

y i, =4[S], t; =6[S], ty =8.

Los coeficientes Hurwitz del polinomio caracterfstico fueron

tomados iguales a los del siguiente polinomio estable de
cuarto orden en la variable compleja A,

(02 + 26wn +02)’

con £ = 0.7, w, = 15 [rad/s].

La figura 2 muestra la respuesta del sistema para las
acciones de regulacién del controlador disefiado. Las dos
fases de establizacién estdn claramente mostradas con
valores razonables de los transientes y de la amplitud de
la entrada de control.

Con el objetivo de evitar un cambio muy brusco dela en-
trada de control se dota al mismo de un "embrague” que
incrementa suavemente el valor del control desde cero
hasta su maximo valor. Para esto, se prescribe de nuevo
un factor polinémico de Bézier k(t) el que multiplica la
amplitud del control realimentado u(t). El "embrague”
dota al sistema de una transicién suave hacia una accién
de control total durante un perfodo de tiempo [t,, t;,] con
t, =t. = 4[s]y ty = 6 [s]. La respuesta controlada se
muestra en la figura 3.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se ha propuesto e ilustrado una opcién
de seguimiento de trayectoria para la establizacién de
un sistema mecénico de vibracién. El esquema de reg-
ulacién estd basado en una planificacién de trayectoria
fuera de lfnea y la propiedad de platitud diferencial que
exhibe el sistema estudiado. Los resultados de la simu-
lacién son muy estimulantes ya que los pardmetros us-
ados fueron seleccionados de una plataforma de prueba
real. Las desviaciones de posicién, y las amplitudes de
las velocidades y la fuerza externamente aplicada son
muy razonables y la entrada de control realimentado es
fisicamente realizable.
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Fig. 2. Respuestas controladas del sistema mecdnico.
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Fig. 3. Respuestas controladas incluyendo la accién del
embrague en el control.



